
Introdution du mémoire de thèseStefan Neuwirth1 Position du problèmeCette thèse se situe au roisement de l'analyse fontionnelle et de l'analyse har-monique. Nous allons donner des éléments de réponse à la question générale sui-vante.Question 1.1 Quelle est la validité de la représentation
f ∼

∑
̺q e

iϑq eq (1)de la fontion f omme série de fréquenes eq d'intensité ̺q et de phase ϑq ?Les réponses seront donnés en termes de l'espae de fontions X ∋ f et duspetre E ⊇ {q : ̺q > 0}.1.1 Chapitre 1Considérons par exemple les deux questions lassiques suivantes dans le adre desespaes de Banah homogènes de fontions sur le tore T, des fréquenes de Fourier
eq(t) = eiqt et des oe�ients de Fourier

̺q e
iϑq =

∫
e−q f = f̂(q).Question 1.1.1 Est-e que pour les fontions f ∈ X à spetre dans E

∥∥∥f −
∑

|q|≤n

̺q e
iϑq eq

∥∥∥
X
−−−→
n→∞

0 ?Cela revient à demander: est-e que la suite {eq}q∈E rangée par valeur absolue |q|roissante est une base de XE ? En d'autres termes, la suite des multipliateursidempotents relatifs Tn : XE → XE dé�nie par
Tn eq =

{
eq si |q| ≤ n
0 sinonest-elle uniformément bornée sur n ? Soit E = Z. Un élément de réponse lassiqueest le suivant.

‖Tn‖L2(T)→L2(T) = 1 , ‖Tn‖L1(T)→L1(T) = ‖Tn‖C(T)→C(T) ≍ log n.On sait de plus que les Tn sont aussi uniformément bornés sur Lp(T), 1 < p < ∞.Question 1.1.2 Est-e que la somme de la série ∑ ̺q e
iϑq eq dépend de l'ordredans lequel on somme les fréquenes ? Cette question est équivalente à la sui-vante: la nature de ∑ ̺q e

iϑq eq dépend-elle des phases ϑq ? En termes fontionnels,
{eq}q∈E forme-t-elle une suite basique inonditionnelle dans X ? Cette questions'énone aussi en termes de multipliateurs relatifs: la famille des Tǫ : XE → XEave

Tǫ eq = ǫq eq et ǫq = ±11



est-elle uniformément bornée sur les hoix de signes ǫ ? Un élément de réponselassique est le suivant. Soit E = Z. Alors
‖Tǫ‖L2(T)→L2(T) = 1;si p 6= 2, il existe un hoix de signes ǫ tel que Tǫ n'est pas borné sur Lp(T).Question 1.1.3 Peut-on améliorer e phénomène en restreignant le spetre E ?Cette question mène à l'étude des sous-ensembles launaires de Z, et a été traitéeen détail par Walter Rudin.Nous hoisissons la notion de multipliateur relatif omme ditionnaire entrel'analyse harmonique et l'analyse fontionnelle. Nous développons une tehniquepour le alul de la norme de familles {Tǫ} de multipliateurs relatifs. Celle-i nouspermet de traiter les questions suivantes.Question 1.1.4 Est-e que la norme de f ∈ XE dépend seulement de l'intensité

̺q de ses fréquenes eq, et non pas de leur phase ϑq ? Cela revient à demander si
{eq}q∈E est une suite basique 1-inonditionnelle omplexe dans X .Question 1.1.5 Est-e que l'on a pour tout hoix de signes �réel� ±

∥∥∥
∑

q∈E

±aq eq

∥∥∥
X

=
∥∥∥
∑

q∈E

aq eq

∥∥∥
X

?En d'autres mots, est-e que {eq}q∈E est une suite basique 1-inonditionnelle réelledans X ?La réponse est déevante dans le as des espaes Lp(T), p non entier pair:seules les fontions dont le spetre a au plus deux éléments véri�ent es deux pro-priétés. Pour mieux erner le phénomène, nous proposons d'introduire la questionpresqu'isométrique suivante.Question 1.1.6 Est-e que la norme de f ∈ XE dépend arbitrairement peu dela phase ϑq de ses fréquenes eq ? De manière préise, dans quel as existe-t-il, pourhaque ε > 0, un sous-ensemble F ⊆ E �ni tel que
∥∥∥

∑

q∈E\F

̺q e
iϑq eq

∥∥∥
X

≤ (1 + ε)
∥∥∥

∑

q∈E\F

̺q eq

∥∥∥
X

?Dans le as X = C(T), ela signi�era que E est un ensemble de onstante de Sidon�asymptotiquement 1�. De même, peut-on hoisir pour haque ε > 0 un ensemble�ni F tel que pour tout hoix de signe �réel� ±
∥∥∥

∑

q∈E\F

±aq eq

∥∥∥
X

≤ (1 + ε)
∥∥∥

∑

q∈E\F

aq eq

∥∥∥
X
?Toutes es questions s'agrègent autour d'un fait bien onnu: sommer la sériede Fourier de f est une très mauvaise manière d'approher la fontion f dès quel'erreur onsidérée n'est pas quadratique. On sait qu'il est alors utile de reherherdes méthodes de sommation plus lisses, 'est-à-dire d'autres suites approximantesplus régulières. Il s'agit là de suites d'opérateurs de rang �ni sur XE qui approhentpontuellement l'identité de XE . Nous pourrons toujours supposer que es opéra-teurs sont des multipliateurs. Une première question est la suivante.Question 1.1.7 Existe-t-il une suite approximante {Tn} de multipliateursidempotents ? Cela revient à demander: existe-t-il une déomposition de XE ensous-espaes XEk

de dimension �nie ave
XE =

⊕
XEk

et Ak : XE → XEk
, eq 7→

{
eq si q ∈ Ek

0 sinon (2)telle que la suite des Tn = A1 + . . . + An est uniformément bornée sur n ? Soit
E = Z. Alors la réponse est identique à la réponse de la question 1.1.1.2



Mais nous pouvons produire dans e adre plus général des déompositions in-onditionnelles de XE en réponse à la question suivante.Question 1.1.8 Pour quels espaes X et spetres E existe-t-il une déomposi-tion omme i-dessus telle que la famille des multipliateurs
n∑

k=1

ǫkAk ave n ≥ 1 et ǫk = ±1 (3)est uniformément bornée ? Littlewood et Paley ont montré que la partition de Z en
Z =

⋃
Ek ave E0 = {0} et Ek = {j : 2k−1 ≤ |j| < 2k} donne une déompositioninonditionnelle des espaes Lp(T) ave 1 < p < ∞. D'après la réponse à la question1.1.7, e n'est pas le as a fortiori des espaes L1(T) et C(T). Une étude �ne detelles partitions a été entreprise par Kathryn Hare et Ivo Klemes.Notre tehnique permet de traiter la question suivante.Question 1.1.9 Pour quels espaes X et spetres E existe-t-il une déomposi-tion du type (2) telle que

∥∥∥
∑

ǫkAkf
∥∥∥
X

= ‖f‖X pour tout hoix de signes ǫk ?La réponse dépendra de la nature du hoix de signes, qui peut être réel ou omplexe.Il est instrutif de noter que l'espae de Hardy H1(T) n'admet pas de déompo-sition du type (2). H1(T) admet néanmoins des suites approximantes de multiplia-teurs et il existe même des suites approximantes de multipliateurs inonditionnellesau sens où la famille (3) est uniformémemt bornée. Cela motive la question suivante,qui est la plus générale dans notre ontexte.Question 1.1.10 Quels sont les espaes X et spetres E tels que pour haque
ε > 0 il existe une suite approximante {Tn} sur XE telle que

supsignes ǫn

∥∥∥
∑

ǫn(Tn − Tn−1)
∥∥∥
X

≤ 1 + εEn termes fontionnels, XE a-t-il la propriété d'approximation inonditionnellemétrique ? Il faudra distinguer le as des signes omplexes et réels.1.2 Chapitre 2Nous montrons que notre tehnique de alul s'applique mutatis mutandis aux mul-tipliateurs de Shur. La représentation (1) est alors la représentation matriielle:on note eq = erc l'entrée de matrie en q = (r, c) ∈ N × N, 'est-à-dire l'opérateursur ℓ2 qui envoie son cième veteur de base sur son rième veteur de base et dematrie (δrkδ
c
l )k,l≥0. On onsidère don la validité de

x ∼
∑

̺q e
iϑq eq ave les oe�ients de matrie xq = ̺q e

iϑq = tr e∗q xpour x opérateur sur ℓ2. Soit p ≥ 1 et I ⊆ N×N. Notre étude se fera en termes dela lasse de Shatten Sp de x et du support I de la matrie (xq) assoiée à x. Nousdirons que x est à entrées dans I si I ⊇ {q : xq 6= 0}.Question 1.2.1 Est-e que la norme de x ∈ Sp à entrées dans I dépend seule-ment du module ̺q de ses oe�ients de matrie et non pas de leur argument ϑq ?Cela revient à demander: quelles sont les suites basiques d'entrées 1-inondition-nelles dans Sp ? En termes de multipliateurs de Shur, la question se pose ainsi.Pour quels ensembles d'entrées I les
Tǫ : S

p
I → Sp

I , eq 7→ ǫq eq ave |ǫq| = 1sont-ils tous des isométries ? 3



1.3 Chapitre 3Nous étudions le rapport entre la roissane d'une suite {nk} = E ⊆ Z et deux deses propriétés harmoniques et fontionnelles éventuelles, i. e.toute fontion intégrable à spetre dans E est en fait p-intégrable pour tout p < ∞:
E est un ensemble Λ(p) pour tout p;toute fontion mesurable bornée à spetre dans E est en fait ontinue à un en-semble de mesure nulle près: E est un ensemble de Rosenthal.Nous sommes en mesure de dresser le tableau suivant selon la roissanepolyn�miale: nk 4 kd pour un d < ∞,surpolyn�miale: nk ≫ kd pour tout d ≥ 1,sous-exponentielle: lognk ≪ k,géométrique: lim inf |nk+1/nk| > 1.roissane polyn�miale surpolyn�miale&sous-exponentielle géométrique

E Λ(p) ∀p non presque toujours oui
E Rosenthal presque jamais ouiTableau 1.3.1Li montre qu'e�etivement il existe un ensemble Λ(p) pour tout p qui n'est pasde Rosenthal. Nous traitons les deux questions suivantes.Question 1.3.2 Le shéma i-dessus reste-t-il valable si on onsidère à la plaede l'ensemble des sous-ensembles E de Z l'ensemble des sous-ensembles E d'unesuite à roissane polyn�miale ?Question 1.3.3 Si E n'est pas un ensemble de Rosenthal, E ontient-il unensemble à la fois Λ(p) pour tout p et non Rosenthal ?2 Inonditionnalité métrique en analyse de FourierNous répondons dans e hapitre aux questions 1.1.4, 1.1.5, 1.1.6, 1.1.9 et 1.1.10.Comme es questions distinguent les hoix de signe réel et omplexe, nous pro-posons pour la �uidité de l'exposé de �xer un hoix de signes S qui sera S = T =

{ǫ ∈ C : |ǫ| = 1} dans le as omplexe et S = D = {−1, 1} dans le as réel.2.1 Propriété d'approximation inonditionnelle métriqueSeule la question 1.1.10 n'impose pas au préalable de forme partiulière à la suitede multipliateurs qui est ensée réaliser la propriété onsidérée. A�n d'établir unlien entre la (umap) et la struture du spetre E, nous faisons le détour par uneétude générale de ette propriété dans le adre des espaes de Banah séparables.2.1.1 Amore et queue d'un espae de BanahPeter G. Casazza et Nigel J. Kalton ont déouvert le ritère suivant:Proposition 2.1.1 Soit X un espae de Banah séparable. X a la (umap) si etseulement s'il existe une suite approximante {Tk} telle que
sup
ǫ∈S

‖Tk + ǫ(Id− Tk)‖L(X)−−−−→
k→∞

1.Cei exprime que la onstante d'inonditionnalité entre l'amore TkX et la queue
(Id − Tk)X de l'espae X s'améliore asymptotiquement jusqu'à l'optimum pour
k → ∞. 4



La (umap) s'exprime de manière plus élémentaire enore si l'on hoisit d'autresnotions adaptées d'amore et de queue. Nous proposons en partiulier la dé�nitionsuivante.Dé�nition 2.1.2 Soit τ une topologie d'espae vetoriel topologique sur X. X a lapropriété (u(τ)) de τ-inonditionnalité si pour haque x ∈ X et toute suite bornée
{yj} τ-nulle l'osillation

osc
ǫ∈S

‖x+ ǫyj‖X = sup
δ,ǫ∈S

(
‖x+ ǫyj‖ − ‖x+ δyj‖

)forme elle-même une suite nulle.Nous avons alors le théorème suivant.Théorème 2.1.3 Soit X un espae de Banah séparable de otype �ni ave la pro-priété (u(τ)). Si X admet une suite approximante {Tk} inonditionnelle et ommu-tative telle que Tkx
τ
→x uniformément sur la boule unité BX , alors des ombinaisonsonvexes suessives {Uj} de {Tk} réalisent la (umap).Esquisse de preuve. On onstruit es ombinaisons onvexes suessives par le biaisde déompositions skipped bloking. En e�et, la propriété (u(τ)) a l'e�et suivantsur {Tk}. Pour haque ε > 0, il existe une sous-suite {Sk = Tnk

} telle que toutesuite de blos Sbk − Sak
obtenue en sautant les blos Sak+1

− Sbk se somme demanière (1 + ε)-inonditionnelle.Soit n ≥ 1. Pour haque j, 1 ≤ j ≤ n, la suite de blos obtenue en sautant
Skn+j − Skn+j−1 pour k ≥ 0 est (1 + ε)-inonditionnelle. Il s'agit alors d'estimerla moyenne sur j de es suites de blos. On obtient une suite approximante etl'hypothèse de otype �ni permet de ontr�ler l'apport des blos sautés.Alors X a la (umap) pare que n et ε sont arbitraires.2.1.2 Amore et queue en termes de spetre de FourierLorsqu'on onsidère l'espae invariant par translation XE , une amore et une queuenaturelle sont les espaes XF et XE\G pour F et G des sous-ensembles �nis de E.Nous avons onrètement le lemme suivant.Lemme 2.1.4 XE a (u(τf )), où τf est la topologie

fn
τf
→ 0 ⇐⇒ ∀k f̂n(k) → 0de onvergene simple des oe�ients de Fourier, si et seulement si E est blo-inonditionnel dans X au sens suivant: quels que soient ε > 0 et F ⊆ E �ni, ilexiste G ⊆ E �ni tel que pour f ∈ BXF

et g ∈ BXE\G

osc
ǫ∈S

‖f + ǫg‖X = sup
δ,ǫ∈S

(
‖f + ǫg‖ − ‖f + δg‖

)
≤ ε.Le théorème 2.1.3 s'énone don ainsi dans e ontexte partiulier.Théorème 2.1.5 Soit E ⊆ Z et X un espae de Banah homogène de fontions surle tore T. Si XE a la (umap), alors E est blo-inonditionnel dans X. Inversement,si E est blo-inonditionnel dans X et de plus XE a la propriété d'approximationinonditionnelle et un otype �ni, alors XE a la (umap). En partiulier, on a

(i) Soit 1 < p < ∞. Lp
E(T) a la (umap) si et seulement si E est blo-inonditionneldans Lp(T).

(ii) L1
E(T) a la (umap) si et seulement si L1

E(T) a la propriété d'approximationinonditionnelle et E est blo-inonditionnel dans L1(T).
(iii) Si E est blo-inonditionnel dans C(T) et E est un ensemble de Sidon, alors
CE(T) a la (umap). 5



Donnons une appliation de e théorème.Proposition 2.1.6 Soit E = {nk} ⊆ Z. Si nk+1/nk est un entier impair pour tout
k, alors CE(T) a la (umap) réelle.Preuve. Comme E est néessairement un ensemble de Sidon, il su�t de véri�er que
E est blo-inonditionnel. Soient ε > 0 et F ⊆ E∩[−n, n]. Soit l tel que |nl| ≥ πn/εet G = {n1, . . . , nl−1}. Soit f ∈ BCF

et g ∈ BCE\G
. Alors g(t+ π/nl) = −g(t) parhypothèse et

|f(t+ π/nl)− f(t)| ≤ π/|nl| · ‖f
′‖∞ ≤ πn/|nl| ≤ εpar l'inégalité de Bernstein. Alors, pour un ertain u ∈ T

‖f − g‖∞ = |f(u) + g(u+ π/nl)|

≤ |f(u+ π/nl) + g(u+ π/nl)|+ ε

≤ ‖f + g‖∞ + ε.Don E est blo-inonditionnel au sens réel.En partiulier, soit la suite géométrique G = {3k}. Alors CG(T) et CG∪−G(T)ont la (umap) réelle.Question 2.1.7 Qu'en est-il de la (umap) omplexe et qu'en est-il de la suitegéométrique G = {2k} ?2.2 Norme de multipliateurs et onditions ombinatoiresNous proposons ii une méthode uniforme pour répondre aux questions 1.1.4, 1.1.5,1.1.6, 1.1.9 et 1.1.10. En e�et, les questions 1.1.4, 1.1.5 et 1.1.6 reviennent à évaluerl'osillation de la norme
Θ(ǫ, a) = ‖ǫ0a0 er0 + . . .+ ǫmam erm ‖X .La question 1.1.9 revient à évaluer l'osillation de la norme

Ψ(ǫ, a) = Θ((

j︷ ︸︸ ︷
1, . . . , 1,

m−j︷ ︸︸ ︷
ǫ, . . . , ǫ), a)

= ‖a0 er0 + . . .+ aj erj +ǫaj+1 erj+1
+ . . .+ ǫam erm ‖XPar le théorème 2.1.5, la question 1.1.10 revient à étudier ette même expressiondans le as partiulier où on fait un saut de grandeur arbitraire entre rj et rj+1.Dans le as des espaes X = Lp(T), p entier pair, es normes sont des polyn�mesen ǫ, ǫ−1, a et ā. Dans le as des espaes X = Lp(T), p non entier pair, elless'expriment omme des séries. Il n'y a pas moyen d'exprimer es normes ommefontion C∞ pour X = C(T).Soit X = Lp(T). Développons Θ(ǫ, a). Posons qi = ri − r0. On peut supposer

ǫ0 = 1 et a0 = 1. Nous utilisons la notation suivante:
(
x

α

)
=

x(x− 1) · · · (x − n+ 1)

α1!α2! . . .
pour α ∈ N

m tel que ∑
αi = nAlors, si |a1|, . . . , |am| < 1/m lorsque p n'est pas un entier pair et sans restritionsinon,

Θ(ǫ, a) =

∫ ∣∣∣∣
∑

n≥0

(
p/2

n

)( m∑

i=1

ǫiai eqi

)n∣∣∣∣
26



=

∫ ∣∣∣∣
∑

n≥0

(
p/2

n

) ∑

α:α1,...,αm≥0
α1+...+αm=n

(
n

α

)
ǫαaα eΣαiqi

∣∣∣∣
2

=

∫ ∣∣∣∣
∑

α∈Nm

(
p/2

α

)
ǫαaα eΣαiqi

∣∣∣∣
2

=
∑

R∈R

∣∣∣∣
∑

α∈R

(
p/2

α

)
ǫαaα

∣∣∣∣
2

=
∑

α∈Nm

(
p/2

α

)2

|a|2α +
∑

α6=β∈N
m

α∼β

(
p/2

α

)(
p/2

β

)
ǫα−βaαāβoù R est la partition de N

m induite par la relation d'équivalene
α ∼ β ⇔

∑
αiqi =

∑
βiqi.Nous pouvons répondre immédiatement aux questions 1.1.4 et 1.1.5 pour X =

Lp(T).2.2.1 Question 1.1.4: suites basiques 1-inonditionnelles omplexesSoient r0, . . . rm sont hoisis dans E, alors (4) doit être onstante pour a ∈ {|z| <
1/m}m et ǫ ∈ T

m. Cela veut dire que pour tous α 6= β ∈ N
m,

∑
αiqi 6=

∑
βiqi ou (

p/2

α

)(
p/2

β

)
= 0.Si p n'est pas un entier pair, alors (p/2α )(

p/2
β

)
6= 0 pour tous α, β ∈ N

m et ona les relations arithmétiques suivantes sur q1, q2, 0:
|q2|︷ ︸︸ ︷

q1 + . . .+ q1 =

|q1|︷ ︸︸ ︷
q2 + . . .+ q2 si q1q2 > 0;

|q2|︷ ︸︸ ︷
q1 + . . .+ q1 +

|q1|︷ ︸︸ ︷
q2 + . . .+ q2 = 0 sinon.Il su�t don de prendre α = (|q2|, 0, . . .), β = (|q1|, 0, . . .) et α = (|q2|, |q1|, 0, . . .),

β = (0, . . .) respetivement pour onlure que {r0, r1, r2} n'est pas une suite basique
1-inonditionnelle omplexe dans Lp(T) si p n'est pas un entier pair.Si p est un entier pair, (p/2α )(

p/2
β

)
= 0 si et seulement si

∑
αi > p/2 ou ∑

βi > p/2.On obtient que E est une suite basique 1-inonditionnelle dans Lp(T) si et seulementsi E est �p-indépendant�, 'est-à-dire que ∑
αi(ri − r0) 6=

∑
βi(ri − r0) pour tous

r0, . . . , rm ∈ E et α 6= β ∈ N
m tels que ∑

αi,
∑

βi ≤ p/2. Cette ondition estéquivalente à: tout entier n ∈ Z s'érit de manière au plus unique omme sommede p/2 éléments de E.2.2.2 Question 1.1.5: suites basiques 1-inonditionnelles réellesLes suites basiques 1-inonditionnelles réelles et omplexes oïnident et la réponseà la question 1.1.5 est identique à la réponse à la question 1.1.4. En e�et, dèsqu'une relation arithmétique ∑(αi−βi)qi pèse sur E, on peut supposer que αi−βi7



est impair pour au moins un i en simpli�ant la relation par le plus grand diviseurommun des αi − βi. Mais alors (4) n'est pas une fontion onstante pour ǫi réel.Cette propriété est propre au tore T. En e�et, par exemple la suite des fontionsde Rademaher est 1-inonditionnelle réelle dans C(D∞), alors que sa onstanted'inonditionnalité omplexe est π/2.2.2.3 Question 1.1.6: suites basiques inonditionnelles métriquesOn peut même tirer des onséquenes utiles du alul de (4) dans le as presqu'iso-métrique. Il faut pour ela prendre la préaution suivante qui permet un passage àla limite. Soit 0 < ̺ < 1/m. Alors
{
Θ: Sm × {|z| ≤ ̺}m → R

+ : q1, . . . , qm ∈ Z
m
}est un sous-ensemble relativement ompat de C∞(Sm × {|z| ≤ ̺}m). Il en déouleque si E est une suite basique inonditionnelle métrique, alors ertains oe�ientsde (4) deviennent arbitrairement petits lorsque q1, . . . , qm sont hoisis grands.Donnons deux onséquenes de e raisonnement.Proposition 2.2.1 Soit E ⊆ Z.

(i) Soit p un entier pair. Si E est une suite basique inonditionnelle métrique réelle,alors E est en fait une suite basique 1-inonditionnelle omplexe à un ensemble �niprès.
(ii) Si E est un ensemble de Sidon de onstante asymptotiquement 1, alors

〈ζ, E〉 = sup
G⊆E �ni inf{|ζ1p1 + . . .+ ζmpm| : p1, . . . , pm ∈ E \G distints} > 0pour tout m ≥ 1 et ζ ∈ Z

∗m.On peut exprimer ette dernière propriété en disant que la relation arithmétique ζne persiste pas sur E.2.2.4 Question 1.1.10: propriété d'approximation inonditionnelle mé-triqueOn peut appliquer la tehnique du paragraphe préédent en observant que si XE ala (umap), alors
osc
ǫ∈S

Ψ(ǫ, a)−−−−−−−−−−−−→
rj+1,...,rm∈E→∞

0.Dé�nition 2.2.2 E a la propriété (Jn) de blo-indépendane si pour tout F ⊆ E�ni il existe G ⊆ E �ni tel que si un k ∈ Z admet deux représentations ommesomme de n éléments de F ∪ (E \G)

p1 + . . .+ pn = k = p′1 + . . .+ p′n,alors
{j : pj ∈ F} et {j : p′j ∈ F}sont égaux (hoix de signes omplexe S = T) ou de même parité (hoix de signesréel S = D).Théorème 2.2.3 Soit E ⊆ Z.

(i) Si X = Lp(T), p entier pair, alors Lp
E(T) a la (umap) si et seulement si Esatisfait (Jp/2). 8



(ii) Si X = Lp(T), p non entier pair, ou X = C(T), alors XE a la (umap) seulementsi E satisfait
〈ζ, E〉 = sup

G⊆E �ni inf{|ζ1p1 + . . .+ ζmpm| : p1, . . . , pm ∈ E \G distints} > 0pour tout m ≥ 1 et ζ ∈ Z
∗m tel que ∑

ζi est non nul (as omplexe) ou impair (asréel).On obtient la hiérarhie suivante.
CE(T) a
(umap) ⇒

Lp
E(T) a (umap),

p non entier pair ⇒ . . . ⇒
L2n+2
E (T)a (umap) ⇒

L2n
E (T) a

(umap) ⇒ . . . ⇒
L2
E(T) a

(umap).Nous pouvons répondre à la question 2.1.7. Soit G = {jk} ave j ∈ Z\{−1, 0, 1}et onsidérons ζ = (j,−1). Alors 〈ζ,G〉 = 0. Don CG(T) n'a pas la (umap)omplexe. CG(T) n'a pas la (umap) réelle si j est pair.2.2.5 Deux exemplesÀ l'aide de nos onditions arithmétiques, nous sommes à même de prouver la propo-sition suivante.Proposition 2.2.4 Soit σ > 1 et E la suite des parties entières de σk. Alors lesassertions suivantes sont équivalentes.
(i) σ est un nombre transendant.
(ii) Lp

E(T) a la (umap) omplexe pour tout p entier pair.
(iii) E est une suite basique inonditionnelle métrique dans haque Lp(T), p entierpair.
(iv) Pour haque m donné, la onstante de Sidon des sous-ensembles à m élémentsde queues de E est asymptotiquement 1.Nous obtenons aussi la proposition suivante.Proposition 2.2.5 Soit E la suite des biarrés. Lp

E(T) a la (umap) réelle seulementsi p = 2 ou p = 4.Preuve. E ne satisfait pas la propriété de blo-indépendane (J3) réelle. En e�et,Ramanujan a déouvert l'égalité suivante pour tout n:
(4n5 − 5n)4 + (6n4 − 3)4 + (4n4 + 1)4 = (4n5 + n)4 + (2n4 − 1)4 + 34.2.3 Impat de la roissane du spetreNous démontrons de manière direte le résultat positif suivant.Théorème 2.3.1 Soit E = {nk} ⊆ Z tel que nk+1/nk → ∞. Alors la suite desprojetions assoiée à E réalise la (umap) omplexe dans CE(T) et E est un ensem-ble de Sidon de onstante asymptotiquement 1. Dans l'hypothèse où les rapports

nk+1/nk sont tous entiers, la réiproque vaut.Corollaire 2.3.2 Alors E est une suite basique inonditionnelle métrique dans toutespae de Banah homogène X de fontions sur T. De plus, XE a la (umap) om-plexe.Esquisse de preuve. Nous prouvons onrètement que si nk+1/nk → ∞, alors quelque soit ε > 0 il existe l ≥ 1 tel que pour toute fontion f =
∑

ak enk

‖f‖∞ ≥ (1− ε)
(∥∥∥

∑

k≤l

ak enk

∥∥∥
∞

+
∑

k>l

|ak|
)
. (4)9



Cela revient à dire que la suite {πk} de projetions assoiée à la base E réalisela 1/(1 − ε)-(uap). Pour obtenir l'inégalité (4), on utilise une réurrene basée surl'idée suivante.Soit u ∈ T tel que ‖πkf‖∞ = |πkf(u)|. Il existe alors v ∈ T tel que
|u− v| ≤ π/|nk+1| et |πkf(u) + ak+1 enk+1

(v)| = ‖πkf‖∞ + |ak+1|.De plus, dans e as,
|πkf(u)− πkf(v)| ≤ |u− v| ‖πkf

′‖∞ ≤ π|nk/nk+1| ‖πkf‖∞.En résumé, ak+1 enk+1
a le même argument que πkf très près du maximum de

|πkf |, et πkf varie peu.Mais alors
‖πkf(t) + ak+1 enk+1

‖∞ ≥ |πkf(v) + ak+1 enk+1
(v)|

≥ ‖πkf‖∞ + |ak+1| − π|nk/nk+1|‖πkf‖∞

= (1− π|nk/nk+1|)‖πkf‖∞ + |ak+1|.On obtient (4) en réitérant et argument.Notre tehnique donne d'ailleurs l'estimation suivante de la onstante de Sidondes ensembles de Hadamard.Corollaire 2.3.3 Soit E = {nk} ⊆ Z et q >
√
π2/2 + 1. Si |nk+1| ≥ q|nk|, alorsla onstante de Sidon de E est inférieure ou égale à 1 + π2/(2q2 − 2− π2).Nous prouvons que ette estimation est optimale au sens où l'ensemble E = {0, 1, q},

q ≥ 2, a pour onstante d'inonditionnalité réelle dans C(T)
(
cos(π/(2q)

)−1
≥ 1 + π2/8 q−2.3 Suites basiques 1-inonditionnelles d'entrées dematrieDans e hapitre, nous herhons à répondre à la question 1.2.1. Nous fournissonsune réponse omplète dans le as partiulier des lasses de Shatten Sp ave p entierpair. En e�et, la tehnique présentée dans la setion 2.2 peut être transférée duadre des multipliateurs de Fourier au adre des multipliateurs de Shur. Nousinterprétons la ondition ombinatoire obtenue à l'aide d'objets ombinatoires in-troduits ad ho. Notre analyse aboutit au théorème suivant.Théorème 3.1 Soit I ⊆ N× N.

(i) {erc : (r, c) ∈ I} est une suite basique 1-inonditionnelle réelle dans Sp exa-tement quand elle est 1-inonditionnelle omplexe et même .b. 1-inonditionnelleomplexe.
(ii) I satisfait es trois propriétés exatement lorsque I est �matriiellement p/2-indépendant�: deux points q, q′ ∈ I sont reliés par au plus un seul hemin sansretour sur le réseau N× N dont les au plus p/2 sommets sont dans I.4 Construtions aléatoires à l'intérieur de suites la-unairesDans e hapitre, nous fournissons une preuve nouvelle pour une onstrution aléa-toire d'ensembles launaires par Yitzhak Katznelson qui appartient au folklore de10



l'analyse harmonique. Nous analysons et généralisons aussi la onstrution aléatoired'ensembles équidistribués par Jean Bourgain.Cela nous permet d'établir le tableau 1.3.1 qui lasse les propriétés de Rosenthalet Λ(p) pour tout p selon la roissane du spetre. Nous montrons alors que ladémarhe probabiliste suivie par Katznelson et Bourgain pour onstruire es sous-ensembles de Z utilise seulement la roissane �arithmétique� et l'équidistribution dela suite des entiers Z. En fait, es sous-ensembles peuvent être onstruits à l'intérieurde suites équidistribuées à roissane polyn�miale. En partiulier, le tableau 1.3.1reste valable pour l'ensemble des sous-ensembles E d'une suite polyn�miale, ainsique de la suite des nombres premiers.Nous fournissons une réponse partielle à la question 1.3.3.Théorème 4.1 Soit P une suite polyn�miale ou la suite des nombres premiers.Alors il existe une sous-suite E de P qui est Λ(p) pour tout p alors qu'elle ne formepas un ensemble de Rosenthal.

11


