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Résumé

Les deux théorémes essentiels de ce mémoire, dus & John J. F. Fournier [9], & I. M. Miheev
[17] et & Kathryn E. Hare [12], étendent les propriétés de 2-association établies par Aline Bonami
[4] aux ensembles A(2) uniformisables. L’instrument essentiel de cette généralisation est une
caractérisation des ensembles A(2) uniformisables par des propriétés d’intégrabilité uniforme et
d’espaces d’Orlicz [9], qui remplace les caractérisations usuelles des ensembles A(p), p > 2. On
aborde aussi le probléme de la réunion de deux ensembles A(2).

Table des matiéres

Table des matiéres 1
1 Introduction 2
1.1 Historique . . . . . . . . o e 2
1.2 Notations . . . . . . . . e e e 3
1.2.1 Suites . . . . . 3

1.2.2  Cadre fonctionnel . . . . . . . . . ... 3

1.2.3 Noyau de Dirichlet et noyaude Fejér . . . . . . .. .. ... .. ... 3

1.3 Espaces d'Orlicz . . . . . . . . 3
1.3.1 Définitions . . . . . . ... 3

1.3.2  Fonctions conjuguées . . . . . . . . ..o 4

1.3.3 Espaces d’Orlicz . . . . . . . .. e 5

1.3.4 Comparaison d’espaces d’Orlicz . . . . . . .. . ... .. L. 6

1.3.5 Norme d’Orlicz . . . . . . . . . e 7

1.4 Espaces d’Orlicz et ensembles uniformément intégrables . . . . .. .. ... ... ... 8
1.4.1 Ensembles uniformément intégrables . . . . . . .. ... 0oL 8

1.4.2 Le lien avec les espaces d’Orlicz . . . . . . . . ... oL 9

2 Ensembles A(2) uniformisables 10
2.1 Une caractérisation des ensembles A(2) . . . . . .. ... L Lo 10
2.1.1 Préparatifs . . . . . . ... 10

2.1.2 Lerésultat . . . . .. e 12

2.1.3 Une autre démonstration du résultat . . . . . .. ... .. ... o 0L 13

2.2 Définition . . . . . . . 14
2.3 Deux propositions éclairantes . . . . . ... Lo oo 14
2.3.1 Un résultat de Gilles Pisier . . . . . . .. ... ... .. ... ... .. .... 14

2.3.2  Une caractérisation des ensembles A(2) uniformisables . . . . . .. .. ... .. 15

2.4 Laréunion de deux ensembles A(2) . . . . . . ... Lo L oo 16

3 Ensembles A(2) uniformisables et ensembles uniformément absolument continus 18



4 Ensembles A(2) uniformisables et 2-association — les résultats de John J. F.

Fournier 21
4.1 Définitions . . . . . . . e e e e 21
4.2 2-association au sens strict . . . . . . ... L Lo oL 21
4.2.1 Lerésultat antérieur . . . . . . . .. .. 21
4.2.2  Le progres réalisé par John J. F. Fournier . . . . . . ... .. ... ... ... 22
4.3 2-association ausens fort . . . . .. ..o 22
4.3.1 Les exemples et résultats classiques . . . . . . . . . . ... L. 22
4.3.2 Le progres réalisé par John J. F. Fournier . . . . . .. .. ... ... ...... 23
4.3.3 Un contre-exemple de John J. F. Fournier . . . . . . .. ... ... . ...... 24

5 Ensembles A(2) uniformisables et 2-association — les travaux de I. M. Miheev,
revus par Kathryn E. Hare 25
5.1 La notion de parallélépipede . . . . . . . . . .. L L 25
5.1.1 Définition . . . . . . . .. e e e 25
5.1.2  Parallélépipedes et ensembles A(2) . . . . ... ... oL 25
5.1.3 Le théoreme de I. M. Miheev . . . . . . . .. .. .. ... . 26
5.2 Les lemmes de Kathryn E. Hare . . . . . . .. ... .. .. .. . ... ..., 27
5.2.1 La réunion de sous-ensembles de F strictement 2-associés avec S . . . . . . .. 27
5.2.2  Adjonction d’un élément a un ensemble strictement 2-associé avec S . . . . . . 28
5.2.2.1 Le résultat d’Aline Bonami . . . . . .. ... ... ... ........ 28
5.2.2.2 La généralisation de Kathryn E. Hare . . . . . . .. ... . ... ... 29
5.2.3 Conditions arithmétiques . . . . . . . . . .. L Lo 31

5.2.4 La réunion d’un sous-ensemble de E strictement 2-associé avec S et d’un sous-
ensemble de E dont les éléments sont dispersés . . . . . . .. ... ... 32
5.2.5 La démonstration du théoreme 5.0.1 . . . . . .. . ... ... ... ... ..., 32
6 Deux applications classiques 33
6.1 Passagedulocalauglobal . . . . . . .. . . Lo 33
6.2 Convergence simple et convergence L% . . . . . . .. ... ... 33
Bibliographie 34

1 Introduction

Apres un court historique et la définition des différentes notations, j'introduis les espaces d’Orlicz et
leur connexion avec la notion d’intégrabilité uniforme, comme outil de travail essentiel pour la suite.

1.1 Historique

Les ensembles lacunaires sont d’abord apparus dans la construction de contre-exemples en analyse :
Karl Weierstra$l [23] a exhibé en 1872 une fonction a spectre dans {A"},en, A > 3, qui est continue
mais nulle part différentiable. Puis, en 1892, Jacques Hadamard [11] a démontré un théoréme resté
A1
Ak
de convergence est 1 ne peut étre prolongée analytiquement au-dela du cercle de convergence.
Simon Sidon [22] a provoqué un revirement en démontrant que les ensembles lacunaires de Hadamard
avaient une propriété en termes d’espaces fonctionnels. Stefan Banach [1] a repris ce mouvement en
étudiant des ensembles lacunaires caractérisés par des propriétés fonctionnelles. Apres I'introduction
des ensembles de Sidon (Jean-Pierre Kahane [14]), Walter Rudin [20] a défini dans la méme optique
les ensembles A(p).
L’intérét des ensembles lacunaires provient des propriétés remarquables dont ils jouissent. En parti-
culier, en réponse & une question générale de Szolem Mandelbrojt [16] — quelles propriétés globales
d’une fonction a spectre lacunaire peut-on déduire de ses propriétés locales? —, Antoni Zygmund
[27] a démontré les résultats de la section 6 pour les ensembles lacunaires de Hadamard.

célebre : soit E = { A\, }ren avec > g > 1. Alors une série de Taylor }a,z"{,cr dont le rayon



1.2 Notations

1.2.1 Suites

Les suites et séries de terme général u,, seront notées {u,} et }u,{ respectivement. La différenciée de
{un} est la suite de terme général Au,, = u, — up4+1. On dira que {u,} est convexe si

Vn A%y, = Au, — AUpt1 = Upt2 — 2Up41 + Uy > 0.

1.2.2 Cadre fonctionnel

Les fonctions trigonométriques seront notées s, (z) = sinnz, c,(x) = cosnx et e,(z) = ™. Tous
les calculs se feront dans le cadre du groupe compact T = [0, 27[ muni de I'addition modulo 27 et

t
de sa mesure de Haar normalisée dm = —, et de son groupe dual ({e, }nez, -) =~ (Z,+). On note &
T

Pespace engendré par {e, }nez. La mesure de S C T est notée |S|. On note

(f. g) = / F(~t)g(t) dm(t).

Le spectre de f, qu’on note spec f C Z, est défini comme le support de sa transformée de Fourier f Un
ensemble lacunaire E est alors un sous-ensemble propre de Z : pour les divers espaces X = %, LP, M
de fonctions et de mesures sur 7', on considérera a chaque fois le sous-espace des éléments de X dont
le spectre tombe dans F, noté Xg. Pour tout espace normé X, Bx désigne la boule unité fermée de
X. On notera [?(E) l'espace des suites de carré sommable indexées par E.

1.2.3 Noyau de Dirichlet et noyau de Fejér
Le noyau de Dirichlet {D,,} est la suite des

K, est alors positive et ||K,|1 = 1 pour tout n. On démontre que {K,} est une approximation de
lidentité [8] :si X = L, 1 <p < oo, et si X =€, on a

VieX Kn*f—f—>f.

1.3 Espaces d’Orlicz

Nous aurons besoin de plusieurs théorémes sur les espaces d’Orlicz. Leur démonstration est empruntée
de préférence a [6].

1.3.1 Définitions

Les espaces d’Orlicz généralisent de maniere adéquate les espaces LP. Ils sont définis a partir d’une
fonction d’Orlicz.

Définition 1.3.1.1 (Wladyslaw Orlicz [19]) ® : RT —— R™ est une fonction d’Orlicz si
(4) ®(0) =0,
(it) @ est conveze et

(4i1) @ — o0,



Il en résulte que @ est croissante et continue. On peut définir & de maniere équivalente par sa dérivée
¢, dont on exige que

Définition 1.3.1.2 ¢ : RT —— R est une dérivée d’Orlicz si
(i) ¢ est croissante,
(it) ¢ est continue & gauche et

Tr—r 00

On pose alors
xr

Vr e RY ®(x) = /qﬁ(t) dt.

0

1.3.2 Fonctions conjuguées
Définissons 'inverse généralisée 1 de ¢ par

= inf =z.
vly) = it

On remarque que @ est une dérivée d’Orlicz si ¢ en est une et que ¢ est 'inverse généralisée de .
On définit la conjuguée de ® comme étant la fonction dont la dérivée d’Orlicz est .

Proposition 1.3.2.1 (Inégalité de William H. Young [24]) Soient ® et ¥ deux fonctions d’Or-
licz conjuguées de dérivées ¢ et 1 respectivement. Alors

Yo,y e RT  xy < ®(x) 4+ U(y).
On a égalité si et seulement si y = ¢(x) ou x = YP(y).

Proposition 1.3.2.2 Soient ® et ¥ deuz fonctions d’Orlicz conjuguées. Alors

)
(2) I ()
r2 z—oo y?

—0.
Y—00

Démonstration. (=) La dérivée ¢ de ® vérifie
Vr e RY ®(x) = /d)(t) dt < z¢(x).
0
¢(x)

P
Si ﬂ —— 00, alors ——~ ——00. Soient donc A et X tels que z > X = ¢(z) > Ax. Soit

2 Tr— 00 r—00

x x
Y > ¢(X). Alors ¢(x) > Y = = > X et par définition,

Vy>Y ¢(y)= inf x< infx:%.

P(z)>y Azzy
(1) .
Comme A est arbitraire, —— 0, et puisque ¥(y) < yu(y),
v
(éj ) —0.

(<) L’inégalité de Young 1.3.3 s’écrit

et en posant y = Az,

0] U(A
VACR® Voert 205, TAI)
x x
Or par hypothese,
U(A
e
€T T—00
Comme A est arbitraire, on obtient (;E) — 00 [ ]
€T T —00



1.3.3 Espaces d’Orlicz
La fonction d’Orlicz ® sert & présent & définir un espace de Banach L?.

Définition 1.3.3.1
(2) On appelle module d’Orlicz de f

Ma() = [ @)

T

1t) On définit la norme de Luzemburg [15] de f par
(%) g P
Iflle = inf{a > 0; Mg (5) <1}

On note L* = {f; ||flle < oc}.
En fait, || ||o est la jauge de Minkowski du convexe {f; Mg (f) < 1}.

Proposition 1.3.3.2
(1) Mg est conveze.

(¢2) Si||flle > 0, alors Mg ff| > <1.

|

(¢i2) Si || flle <1, alors Ma(f) < |[f[e-
() Si|[flle > 1, alors Ma(f) = ||f|l-
(v) Bre = {f; Mo(f) < 1}.

mesure

(i) fu 2o f = f S
(vii) (Lemme de Fatou) Si0 < f, 2 f et | folle <1 pour tout n, alors f € L® et ||f|le < 1.

Démonstration. (%) résulte de ce que @ est convexe croissante :

VO<A<T Ma(Af+(1-\)g) /¢(|Af+(1fk)g|)dm

T

< [+ 1 - Mg dm
/

< / AD(f1) + (1= N D(lg)) dm
T

= AMa(f) + (1 = A)Ma(g).

(it) On a Mg (g) <1 pour tout a > || fle. Sia | flle,

*(z) 7+ (om)

et par le théoréme de convergence monotone Mg (i) S Mg <L>
a

/]l

(i) Comme Mg est convexe, on a

M () = o (1o =) < sl (1) <l

(iv) On a
Vi<a<|flle 1< Mg (5) < éMé(f)

et donc Mg(f) > a pour tout 1 < a < || f||e. Donc Ma(f) > | flle-
(v) résulte de (7i7) et (iv).



(vi) Il faut démontrer que pour tout € > 0, [{|fn — f| > €}] —— 0. Soit donc & > 0 donné. 1l existe
n—oo
xo tel que ®(z9) # 0. Alors

[0 (2245 = £1) dm = @)l {1~ f1 > )

T

Or || fn — flla —— 0, et (4i7) entraine que Mg (@(fn — f)) —0.
oo 3 n—00

(vii) On a /@(fn) < 1 pour tout n. Par continuité et croissance de ®, ®(f,) / @(f). Par le
T

théoréme de convergence monotone, /@(fn) Ve / ®(f); on a done /<I>(f) <let|flle <1. [ |
T T T

Proposition 1.3.3.3 || ||¢ est une norme qui fait de L un espace de Banach.

Démonstration. En effet,

Af

" [Aflle = inf{a>0; Mo { — ) <1} = [Al[[f]le-
m Soient a = ||f||lo et b = ||g||e. Alors par convexité
ftyg a f, b g
Mg | —= = M L a
<I><a—i—b ® a+ba+a+bb

a f b g
< Mg | =) +——=M <—)<1
~ a+b ‘b(a)+a+b *\b) =
et donc || f+glle < [|flle + [l9]|e-

m Si f # 0, on peut choisir A de mesure strictement positive et § > 0 tels que |fj4| > J. Alors
)
a a a
A

et comme ® (1) —— 0o, on peut choisir a > 0 tel que Mg (i) > 1. Donc ||f|le # 0.
a

Tr—r00

m Soit {f,} une suite de Cauchy dans L*. On peut choisir une suite d’indices {ny} strictement

oo
croissante telle que ||Af,, || < 27F. Soit g = Z |Afpn, |- Par la proposition 1.3.6 (vii), ||g|le < 1, d’olt
k=1
Ms(g) <1, et comme ®(x) — 00, g est finie presque partout. Donc la série }Af,, { converge vers
Tr— 00

© P
une limite finie presque partout. Alors f = f,,, + Z Af,, vérifie f € L? et de plus f, L, f. ]

n—00
k=1

1.3.4 Comparaison d’espaces d’Orlicz
On peut comparer les espaces d’Orlicz & partir de la fonction qui les définit.
Définition 1.3.4.1 On note &1 = $y sl existe a, b, xg > 0 tels que bPq(ax) > Pa(x) pour x > xp.

Proposition 1.3.4.2 Soient ®1 et O deux fonctions d’Orlicz. Alors

O, - Py <« L% CLP.



Démonstration. (=) Soient a, b, g > 0 tels que bPq(ax) > Po(x) pour x > zg. Si f € L*1 alors il
existe k tel que My, <£> < o0. Alors

() = o (L)

T

|fI<kazo |f|=kazo

< (I)Q(wo) + bMg, (%) < o0

IN

et f e L?2.
(<) Si on n’a pas ®; > Po, alors on peut construire une suite {z,} telle que, pour chaque n,
1< ®y(2"xy,) < 27" Py(xy,). Soit une suite de S,, C T disjoints tels que

—n

2

oo
Alors f = Z 2"x,1g, vérifie

n=1

2-
M. D1 (2"xy,) =1
o Z 120 @1(2:5) =0

n

x Y
% > x, pour n > N, d’ou
a

f el 2", 2~ n R 2—n =
My, (Z)=N"a >SN Oy(zn) > 1=
o (L S0 (T7) e 2 2 By 2 2 1=

et f & L. u

2
et f € L®'. Par contre, pour tout a > 0, il existe N tel que

1.3.5 Norme d’Orlicz
Wladyslaw Orlicz a initialement muni ses espaces de la norme suivante.

Définition 1.3.5.1 Soit ® une fonction d’Orlicz et U sa conjuguée. On définit la norme d’Orlicz par

17l = sup [{f, g)l = sup L/ﬂfg|dnz

lgllw<1 lgllw<1
Proposition 1.3.5.2 La norme d’Orlicz est équivalente da la norme de Luxemburg.
Démonstration. Nous démontrerons la double inégalité

N @ )
vieL® |flle < If1% < 2Iflle-

(%) est une conséquence de I'inégalité de Young 1.3.3 : en effet, elle s’écrit, pour tout f € Bje,

Vg € Brv ([, g)| < /(‘I)(|f|) +¥(lg])) dm = Ma(f) + My(g) < 2.
T

(%) résulte du cas d’égalité dans l'inégalité de Young. Soit f € L* et posons a = || f||%. En notant ¢
la dérivée de ® et en posant g = ¢ <m>, on obtient
a

/”HMm M()+Mu>



m Si My(g) <1 etdonc ||g]|lv <1, alors / |fgldm < || fllg =aet
T

Mg <£) < My <£> +M‘1/(9):/|f7;q|dm§ 1.
T

1
m Si My(g) =b > 1, alors par convexité M\II(%) < EM‘I/(Q) =1,don ||%||<1> < 1 et donc / |fg| dm <
T
Il £l b = ab. On obtient

Mg <£) +M‘1;(g) :/@dm < bOZO = M\p(g)
T

et M@ (g) =0.

Dans les deux cas, Mg (i) < 1etdonc | flle <a=]|fly- |
a

1.4 Espaces d’Orlicz et ensembles uniformément intégrables

1.4.1 Ensembles uniformément intégrables

Définition 1.4.1.1 Soit F C L.
(¢) F est uniformément intégrable si

Ve>0 3N VfeZF /|f|dm<5.

[f1=A

(i2) F est uniformément absolument continu si

Ve>0 3650 VieF VS |S|<s — /|f|dm<5.
S

Dans le cas de la mesure de Haar de T, sans atome, les deux notions coincident.

Proposition 1.4.1.2 F est uniformément intégrable si et seulement si F est uniformément abso-
lument continu.

Démonstration. (=) Soient % un ensemble uniformément intégrable et € > 0. Soit alors X tel que

VfeZ / |f|dm<%.
[f1=A

Soient § > 0 et S tel que |S| < §. On peut alors écrire pour tout f € F

3

3 + oA

[isiam = [ it [ isiam <
S

SO{lfI=A} SO{IfI<A}

€
11 suffit de choisir § = o), pour conclure que % est uniformément absolument continu.

(<) Soient . un ensemble uniformément absolument continu et € > 0. Alors on peut fixer § > 0 tel
que

VfeZ VS IS|<d — /|f|dm<5.
S



2
Démontrons alors par 'absurde que |{|f| > A}| < § pour A = FE Soit donc f € .Z tel que |{|f| >

)
A} > 4. Comme dm est sans atome, il existe S C {|f| > A} de mesure 3 Alors
Ao
5>/|f|dm2?:5,
5

d’ou la contradiction. [ |

1.4.2 Le lien avec les espaces d’Orlicz

Le critere suivant était connu bien avant la définition formelle des espaces d’Orlicz.

Théoréme 1.4.2.1 (Critére de de la Vallée-Poussin) Soit # C LY. Sont alors équivalentes
(1) Z est uniformément intégrable.
(2) 1l existe une fonction d’Orlicz ® telle que F est bornée dans L.
(3) Il existe une fonction d’Orlicz ® telle que sup Mg (f) < oo.
fez

Démonstration. (3 = 2) On a pour tout f € L?, || f|le < max (Mg (f), 1).

O(x)

(2 = 1) Supposons que sup || f|l¢ < 1. Pour K > 0 donné, soit A tel que z > A = ——= > K. Alors
fez x

Comme K est arbitraire, % est uniformément intégrable.
(1 = 3) Supposons que % est uniformément intégrable. Alors

C(\) = sup / [fldm ~, 0.
fez A—00

1A

Choisissons Ao tel que C'(Ag) < 1. Alors —logC'(\) ,  oo. On peut alors construire une fonction
Ao <A— o0

¢ : RT — R continue telle que

¢(x) = 0 sur ]0, Ao,
¢(z) < —log C(x) sur [Ag, o0,
¢ croit strictement vers l’infini.

Par exemple, soit A\, = | ig(pr A pour n > 1 et soit ¢ la fonction affine par morceaux supportée
—log >n

par les points

{ (0, 0), ()\0, 0), ()\1, mln(f IOg C()\()), )\1)),
pour n > 2, (Ap, min(—1log C(An—1),An)) si C(An—1) # C(An_2).

C’est une dérivée d’Orlicz. Notons @ la fonction d’Orlicz correspondante et i 'inverse de ¢. Comme
¢ est strictement croissante sur [Ag, oo[, on a ¢(Y(y)) =y et y < —log C(Y(y)), t.e., C(¥(y)) < e



pour y > 0. On peut alors calculer

VieF Ms(f) = [ ®(f])dm

IN

[Fle(1f1) dm

#(f1)

= {OO/ dx |f| dm

|f| dm dy
<

2 Ensembles A(2) uniformisables

2.1 Une caractérisation des ensembles A(2)

La définition des ensembles A(2) uniformisables provient de la généralisation d’une des caractérisa-
tions des ensembles A(2). Pour obtenir celle-ci, Walter Rudin utilise un théoréme de factorisation
di initialement & Raphagl Salem [21]. Bien que ce théoréme de factorisation ait aujourd’hui sa place
dans le cadre général des algebres de Banach (voir [13]), j'ai préféré garder la démarche initiale. On
peut néanmoins se passer de ce biais, comme le montre la section 2.1.3.

2.1.1 Préparatifs

Nous aurons besoin du théoréme suivant de factorisation :

Théoréme 2.1.1.1 (Raphaél Salem [21]) Soient 1 < q < oo et h € LY. Alors il existe f € L' et
g € L1 telles que h = f % g presque partout.

Sa démonstration repose sur 'enchainement des trois lemmes suivants, tirés de [29] :

Lemme 2.1.1.2 (Sommation par parties) Soient {u,}nen et {vn}nen deux suites. Alors

n n—1
(’L) Zukvk = Z UrAvy, + Upvy,.

k=0 k=0
k
(it) Posons Uy = E uj. St {vn}tnen est positive et décroissante, alors
Jj=0

n
E UV

k=0

< wvg max |Ugl.
0<k<n

sin kx

k

Lemme 2.1.1.3 Les sommes partielles o, (x) = Z sont uniformément bornées.

n
k=1

n
Démonstration. On a o, (x) = /Z cosktdt et
o k=1

- cos Zltsin 2t 1 t 1 1
Zcoskt = ——=—F—— = csinntcot - + ~cosnt — <.
— sin 5 2 2 2 2

10



x x

1 t sin nt
Or /5 sin nt cot 3 dt est du méme ordre de grandeur que / dt : %cot% — % est borné sur
0 0
xr nx
sin nt sinw
10, 27[. De plus, / ; dt = / du est bornée en n et en z. Finalement, o, (x) est bien bornée
U
0 0
enn etenx. |

Lemme 2.1.1.4 (William H. Young [25]) Soit {a,}nen une suite convexe qui tend vers 0. La
série }ajn eni{nez converge alors, sauf peut-étre en 0, vers une fonction f de L' dont elle est la série
de Fourier.

Démonstration. En sommant deux fois par parties, on obtient

n n

Z a‘k‘ek = ak(Dk — Dkfl) [D,1 = O]
k=—n k=0

Sn

n—1

= Z Aap Dy, + anD,,
k=0

n—1

= > Aap((k+1)Ki — kK1) + an Dy,
k=0
n—2

= Y Alap(k+ 1)Ki + Aap_1nKn_1 + an Dy,
k=0

ou {D,} et {K,} sont les noyaux de Dirichlet et de Fejér respectivement. Si x # 0, nK,_1(z) et
D, (x) sont bornés en n. De plus, en sommant par parties, on obtient

n—2
Z AQak(k +1)=(n—-1Aap-1+ao— an-1.
k=0

Or Aa, N\ 0 et en écrivant

o0
ap — lima,, = g Aa;,
n
i=0

1

la comparaison avec } —{ donne que nAa,, — 0. Comme |Kj(x)| < 1, S, (x) converge donc absolument
n

vers

o0
flo) = Alap(k+ 1) Ei(x)
k=0
pour z # 0. Cette convergence est uniforme sur tout intervalle [e, 27 — €.
{an}nen est convexe et K} positive : f est donc positive et

I = [ ram = 3" A%aclh+1) = ao < .
T k=0

N ;. . , . an,
Il reste & montrer que }aj,en{ncz est la série de Fourier de f. Or la série }—s,{nen converge
n

uniformément :
m comme a, \,0, le lemme 2.1.2 s’applique et

m 7 .
ar . sin kx
g — sinkz| < a, max E ;
k n<j<m k
k=n k=n

m selon le lemme 2.1.3, les sommes partielles o, sont uniformément bornées.
}esp{nen est donc la série de Fourier de sa somme F'. De plus, par le théoréme de dérivation sous
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le signe somme, F’ = f sur tout intervalle [, 27 — €] et donc sur |0, 27r[. Comme F(27) = F(0) = 0,
on a par intégration par parties pour n > 0

2
a—":2/andm:—/fcndm
n n

T

T
et
ap = 2/fcn dm.
T
Pour n = 0, on sait déja que / fdm = ag. [ |
T

Munis de ces lemmes, nous pouvons passer a la
Démonstration du théoréme 2.1.1. Soit Sj la k®™° somme particlle de la série de Fourier de h et
ap décroit strictement
ek = ||h — Skllq- Puisque ¢ > 1, e, — 0. Choisissons {ay} telle que { }ax{ diverge
tarep—1{ converge.
Posons S_1 = 0. Alors }ag(h — Si—1){ converge normalement dans L? vers g € L?. Donc

k
> a;[h(n) - 5;-1(n)] — G(n)
j=0
h(n) = §;-1(n) = { Aoy o

" -1
Dot §(n) = h(n)(ag+- - - + ajy|) pour tout n € Z. C,, = <Z ak> est alors le terme général d’une
k=0

suite convexe :
an+1

(&) (5)

En appliquant le lemme 2.1.4, on obtient f € L' telle que pour tout n € Z, f(n) = Cl,|- On a donc

Co N0 et AC, = 0.

h= ffq\ et prouvé le théoréme. [ ]

2.1.2 Le résultat

Définition 2.1.2.1 (Walter Rudin [20]) Soit p > 1. E C Z est un ensemble A(p) s’il existe C tel
que

VP e Zr |Pll, <C|Pl-

Proposition 2.1.2.2 (Walter Rudin [20]) Soit p > 1. Alors sont équivalentes
(1) E est un ensemble A(p),

2) Pour tout g € Lp,, il existe h € L™ telle que h E=9\E,
, €n |
3) Pour tout g € L , il existe h € € telle que hjp = g\ 5.
\ \

Démonstration. (1 = 2) Soit E un ensemble A(p) de constante C. Pour tout g € L” | on peut définir
une forme linéaire G sur P par Gf = (f,g). Alors

IGFL <[ fllpllgller < (Cllgllp)l] £l

G est donc bornée sur (Zg, || ||1). En plongeant cet espace dans L', le théoréme de Hahn-Banach
~ G| <
fournit une extension G € L' telle que H~G|| <Gl
2y = G.

G s’écrit donce sous la forme C:'f = (f, h) avec h € L*°. De plus,

VYneFE ﬁ(n) = (e, h) = Ge,, = Ge,, = G(n).

12



(2= 3)Soitg e L” . Le théoréme 2.1.1 permet de factoriser g en g = fxg1, avec f € L' et g1 € L,

Par hypothese, on peut choisir une fonction hy € L telle que hyjp = gAl‘E. Alors h = f x hy est
continue et vérifie

~ ~

Vne B h(n) = f(n)hi(n) = f(n)gi(n) = gln).
(83 = 1) (3) signifie
LY JLF, C € )6n.
Cette inclusion est continue : le théoreme du graphe fermé produit une constante C' telle que
Vge L’ 3heb hp=gr e |hle<Clgly.
Soit g € L? . On peut donc choisir h € ¥ de sorte que

vieZs (1,9l =L < f ke < Cliflllgllp-
Comme g € L7 est arbitraire, on en déduit que
vie Zs |fly < Cllflh L

Corollaire 2.1.2.3 Sip =2, les conditions (1), (2) et (3) sont équivalentes d
(4) I existe une constante C' telle que

Ywel*(E) Jge¥ ge=v etlglle <COlv]s.

Démonstration. L’existence de g € € est assertée par une reformulation de (3) et la constante C' est
donnée par le raisonnement qui engage la preuve de (3 = 1). ]

2.1.3 Une autre démonstration du résultat

On peut se passer des préparatifs : les conditions (2) et (3) de la proposition 2.1.6 signifient en fait
respectivement

L®/L%, = LV /LY,
et )
€| =LV LV,

On procede alors de la maniére suivante.
Lemme 2.1.3.1 Soient ECZ et X =LP, 1 <p<oo, ou X =%. Alors (Xg)' = X'/ X}.
Démonstration. En effet, (Xp)' = X'/X 5 et, pour toute g € X',
(VfeXs (fg)=0) < Gu=0.
Lemme 2.1.3.2 Soit p > 1. Si E est un ensemble A(p), alors Mg = L.

Démonstration. On a Ly = L%, et par le lemme 2.1.8, L>/L, = Lp//Lf;E. Par le théoréme de
Banach, on a une constante C telle que

VgeL” 3he L™ g+ Liy=h+ L% et [|hllpe/1e < CNgll o

Soit alors 4 € Mpg. On a

s )| = [ ) < Npllaas Pl s, < Cllpllaas gl

Donc p € (LY JL¥,) = Lb = LL,. ]
Nouwelle démonstration de la proposition 2.1.6. (1 = 3) Par le lemme 2.1.9,

Ly = Mg = (¢)6-5)

et donc (¢/%.g)" = L>®/L%. Or L™/LYy, = L”//L’f;E par le lemme 2.1.8 et donc L*°/L2% est
réflexif. Donc ,
€)% = L®)L% = LV | LY.
(3 = 2) est immédiat.
(2 = 1) résulte d’une reformulation de (3 = 1) de la démonstration antérieure. [ |
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2.2 Définition

La caractérisation des ensembles E de type A(2) obtenue dans le corollaire 2.1.7 ne permet pas de
controler la transformée de Fourier de g € €, qui sur E interpole v € I*(E), hors de E. Simplement,
si

{ §|E =
lglle < Cllvllz2,
alors

13£ll2 = llgllz = vz < (€% = D)]v]l3.

On définit alors les ensembles E de type A(2) uniformisable comme ceux pour lesquels la transformée
de Fourier de g peut en plus étre rendue arbitrairement petite hors de F, i.e.,

Définition 2.2.0.3 (Ron C. Blei [3]) E C Z est un ensemble A(2) uniformisable si, pour tout
e > 0, il existe C tel que

) §|E =
Yo el (E) Jge¥ lglle < Cllvlla
191cell2 < el

Ron C. Blei avait en fait introduit cette notion pour donner une nouvelle preuve de l'inégalité de
Grothendieck [2] et pour la généraliser [3].

Proposition 2.2.0.4 (Ron C. Blei [2]) Soit E un ensemble A(2). Si

n=1 surkE
V6 >0 dueM {|ﬁ|<5 sur °E,

alors E est un ensemble A(2) uniformisable.

Démonstration. Soient £ > 0 et v € I?(F). Selon le corollaire 2.1.7, il existe C' indépendante de v et
f € € telle que || f]loo < C||v]|]2. Par hypothese, on peut choisir une mesure p telle que

Alors R
(fﬁ)\E =
If xplle < Cllullallvl
1 m)eelz < Elfiellz < &llflleo < ellv]l2. -

2.3 Deux propositions éclairantes

2.3.1 Un résultat de Gilles Pisier

En contraste avec les ensembles A(p), p > 2, on ne connait pas d’exemple d’un ensemble A(2) qui ne
soit aussi un ensemble A(p) pour quelque p > 2. La proposition suivante montre donc que tous les
ensembles A(2) connus sont uniformisables.

Proposition 2.3.1.1 (Gilles Pisier [3]) Soit p > 2. Tout ensemble A(p) est alors un ensemble
A(2) uniformisable.

Démonstration. Soient F un ensemble A(p) et v € I?(E). On a une constante C,, qui ne dépend que
de F et de p telle que
[0l < Cpllvll- (1)

Soient M > 0 et S = {|v] < M||7||,}. Posons

hl(l'):{ ’U(SC) siz €5 et hgzi}\—hl.

0 sinon
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Alors [[hnflee < M[0]l, < MCplfv]| et

2l = [ Ihaf? dm = [ 017 G- dim.
cS

T

Or2—p<O0etsur S, [0(z)]*? < M>7?||9]27". Donc

123 < M*7P|[3]|577 / [1F dm < M2 |35 |[0]5
cS
et -
[[hall2 < M2 |[0]]p. (2)

Ecrivons alors hy = @ + P avec w € [*(E) et P € L2p. (2) et (1) donnent
lwll2 < M7= Cylfv]l2.

Comme E est a fortiori un ensemble A(2), la caractérisation du corollaire 2.1.7 donne une constante
Cs indépendante de w et une fonction f € L™ telles que

fie=w et ||floo < Collwllz < M= CoCy|[v]|2.
Alorsg=h1+f=0—hs+ f=0— P — @+ f vérifie

§|E =,
2—p
lglloo < (MCy+ M C2Cy ) [,
1Ge5llz = 1f = hall2 < lIhallz + Ifll2 < M*%* (Cp + C2Cy) o]z

Comme 2 —p < 0 et que M est arbitrairement grand, E est un ensemble A(2) uniformisable. [ ]
On aurait pu aussi démontrer ultérieurement cette proposition comme corollaire du théoréme 3.0.1
P

(4 =1) pour ®(z) = e

2.3.2 Une caractérisation des ensembles A(2) uniformisables

Nous allons établir une caractérisation qui sera utile pour appréhender le probleme de 'union de deux
ensembles A(2), ainsi que pour le théoréme 3.0.1.

Proposition 2.3.2.1 (John J. F. Fournier [9]) F est un ensemble A(2) uniformisable si et seule-
ment st, pour tout € > 0, il existe c tel que

w </l
fels { lg— fllz < el fll- ®)

Démonstration. (=) Soient E un ensemble A(2) uniformisable et € > 0. Soit C' tel que pour tout
f € L%, on peut choisir g € L™ vérifiant

9e =N _
lgllee < Clifill2 = ClIfl2
191cell2 < el f]l2-

Alors, pour tout f € L%, un tel g vérifie aussi

lg—fllz=11g— fll2= 1@ = Ficellz = 1g1ell2 < el fll2.

(«=) Fixons 0 < € < 1 et c tels que (3). Soit § tel que ¢ < § < 1. Soit v € [*(E) et f1 € L2 telle que
f1 = v. Nous allons construire par récurrence une série } P;{ de polynémes trigonométriques, a l'aide
d’une suite {f;} de fonctions de L%, telle que

1P = fill2 < 6 fill2
[ Pilloo < cll fill2 (4)

fiv1=[fi — Pip.
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m Soit donc ¢ > 1. (3) nous fournit une fonction h; telle que

{ [hilloo < cll fill2
lhi — fill2 < ell fill2-

La convolution de h; avec le noyau de Fejér {K,,} fournit une suite de polynémes trigonométriques
[ K Billoo < [[Knll1llhilloo < [lhilloo
{Kn * hz} telle que HK’n, * hi _ h7,H2 — 0.
n—o0
On peut donc choisir un polyndéme trigonométrique P; tel que

{ [ Pilloe < [|Pilloe < cll fill2
[P — hill2 < (6 — &)l fill2s

qui vérifie alors

1P = fill2 < [P = hill2 + [|hi = fill2 < 6] fill2-
On achéve la construction par récurrence en définissant f;; € L% par f/z+\1 = ﬁ - ]3“ B-

m Aloss || fisalla < i = Pill2 < 8]l fill2, dott || fill2 < 6" H[v]l2. Done
{ 1fi = Pill2 < 0°[|v]]2.

[Pilloe < e Hvll2

De plus, par (4), v — Z I/D;|E = ]{4_\1 On en conclut
k=1

2
o =" Prplla < 8*[v]]2.
k=1

La série } P;{ converge donc normalement vers une fonction continue g qui vérifie

lglloe < 510112

ger=fi=v
N 00 _ ) 5
19)cell2 = | lei\CEﬂz < 21 17 = fillz < =5 llvll2.
i= i=
Comme ¢ est arbitrairement petit avec €, E est bien A(2) uniformisable. [ |
Si E est un ensemble A(2) uniformisable, on peut donc choisir ¢ tel que les éléments de B 2 sont

uniformément approximables par des éléments de cBp. D’ailleurs, pour ¢ donné, la meilleure ap-
proximation selon (3) d’une fonction f € L? est connue : en notant S = {|f| > ¢/ f|l2}, il suffit de

prendre g € L™ définie par
{ g=1f sur ¢S

g=clfllasgnf surS.

2.4 La réunion de deux ensembles A(2)

L’étude des ensembles A(2) uniformisables est motivée en partie par la question suivante : la réunion
de deux ensembles A(2) est-elle aussi un ensemble A(2)? La méme question a déja été résolue par
Rudin [20] pour les ensembles A(p), p > 2.

Proposition 2.4.0.2 (Walter Rudin [20]) Soit p > 2. Si Ey et Ey sont des ensembles A(p), alors
il en est de méme pour E1 U Fs.

Démonstration. On peut choisir C; (1 <14 < 2) tels que
Vi€ P |fillp < Cill fill2 (1<i<2).

Si f € Pg,uR,, alors f peut s’écrire f = f1 + fo, avec f; € P, (1 <i < 2) et spec f1 Nspec fo = .
Donc

Ifllp < M fillp + I f2llp < Cillfill2 + C2|l f2ll2 < (C1 + Ca)| | fll2
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et E est un ensemble A(p). ]
L’introduction d’une fonction d’ensemble e(E) et les caractérisations de la proposition 2.4.3 per-
mettent de donner des réponses partielles.

Définition 2.4.0.3 Soit E C Z. Alors €(E) est Uinfimum des € tels qu’il existe c tel que le (3) du
lemme 2.3.2 est réalisée.

Proposition 2.4.0.4

(1) 0<e(F) < 1.

(i1) e(EUF) < (e(B)? +£(F)?)3.

(i) E est un ensemble A(2) uniformisable si et seulement si e(E) = 0.
(iv) E est un ensemble A(2) si et seulement si e(F) < 1.

Démonstration. (i) découle de la définition 2.4.2 en considérant le choix g = 0.

(it) Soient € et ¢ tels que e(E) < € et e(F) < §. Soient alors ¢ et d tels que la propriété (3) soit
vrai pour ¢ et § respectivement. Alors tout f € L% p s’écrit f = f1 + fo avec f1 € L%, fo € L% et
spec f1 Nspec fo = (). On peut trouver g; et go tels que

{ g1+ g2lloo < cllfill2 +dllf2ll2 < (c+ )| |2
g1+ g2 — fll2 < llgr = fill2 + llg2 — fallz < el fillz + 8] f2|2-

En posant g = g1 + g2, on a donc aussi

lg = fI3 < ElANE+61F213 + 28] fll2] fll2
< @+ )N ll2 = 2l 015 — N AlE + 2e8] f1ll2]l f2]2
< @+

et donc, en passant & l'infimum, e(E U F) < (¢(F)* + E(F)Q)%.

(¢i¢) découle de la proposition 2.3.2.

(tv) («=) Soient € et ¢ tels que e(E) < € < § < 1. On peut choisir ¢ tel que (3) est vrai pour e.
Alors on voit que la démonstration du lemme 2.3.2 est construite de maniére a produire, pour tout
v € I*(E), une fonction g € L™ telle que

{ llglle < 75511012
glE = .

Donc E est un ensemble A(2) par la proposition 2.1.6.
(=) Réciproquement, soit C' telle que

vieL: |fllz <Clflh

Soit ¢ a choisir ultérieurement. Posons M = ¢l fl|2, S = {|f| > M} et

g=f sur €S
g=Msgnf sursS.

Alors
[la=sPam= [(51-a02am < [(f1- 20 dm
T S T
< IFI5 = 2M | fll + M2
2M
< 13— S 7l + M2
En choisissant M = HJ;UQ, on obtient
1
lg =l < /1= Sl
et donc e(F) < 1. [
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Théoréme 2.4.0.5 (John J. F. Fournier [9])

(¢) La réunion d’un ensemble A(2) E et d’un ensemble A(2) uniformisable F est un ensemble A(2).
(ii) Soient E et F des ensembles A(2) de constante C et D respectivement. Si C~2 4 D~ > 1, alors
EUF est un ensemble A(2).

Démonstration. (1) En effet, selon la proposition 2.4.3, e(EF) < 1, e(F) = 0 et aussi
e(EUF) < (¢(E)? +e(F)%)? =&(E) < 1.

Donc E U F est un ensemble A(2).
(i¢¢) En reprenant les estimations de e(E) < (1 — C*Q)% et de e(F

) )2 obtenues dans la
démonstration de la proposition 2.4.3 (iv), on obtient, en utilisant 2.

= (1-
4.3 (i1) et I'hypothese,

e(EUF) < (e(B)? +e(F)?)? < (2-C2-D7?)% < 1.

Donc E U F' est un ensemble A(2). [ |
Comme on n’a pas en général, pour un ensemble A(2) de constante C, C' < /2, le théoréme 2.4.4 (i4)
ne permet pas de répondre complétement a la question initiale.

3 Ensembles A(2) uniformisables et ensembles uniformément absolument
continus

On notera Zg = {|f|>; f€ B 12 }. Le premier grand théoréme présenté dans ce mémoire est le

Théoréme 3.0.0.1 (John J. F. Fournier [9]) Sont équivalentes
(1) E est un ensemble A(2) uniformisable.

(2) ZE est uniformément absolument continu.

(3) Il existe une fonction d’Orlicz ¢ telle que Fg est bornée dans L.
(4) I existe une fonction d’Orlicz ® vérifiant

O(z)
—— 00
22 z—00
telle que L% C L%.
(5) Il existe une fonction d’Orlicz ¥ vérifiant
v
(;E) 0
T T—00

telle que pour toute f € LY, ﬁE est dans 1*(F).

Démonstration. (1 = 2) Soit E un ensemble A(2) uniformisable. Soient f € Brz et ¢ > 0 et
lgllee < C

appliquons la proposition 2.3.2 : on a donc une fonction g € L™ telle que { lg— fll2 < e
—fllp <e.

Alors on peut écrire pour tout sous-ensemble mesurable S de T

2 2

/|f|2dm < /|g|2dm e <|SPC te
S S

/|f|2dm < (|S|%C+f-;)2
S

Comme cette borne est uniforme par rapport & f et que € est arbitraire, on en conclut que Fg est
uniformément absolument continu.
(2 = 1) Soient € >0 et f € Brz. Soit C'>0 a choisir ultérieurement et notons S = {|f| > C}.
Définissons g par
g=0 sur$
{ g=/f surcS
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=

Alors [|glleo < C et |lg— fll2 = /|f|2 . De plus, par l'inégalité de Tchebycheft,

f']r|f|2 dm i

151 =I/* > C?} < <@

Or par hypothése, .#p est uniformément absolument continu, i.e. on peut choisir § tel que

S| <6 = llg—flla<e

En posant C' = on satisfait aux conditions de la proposition 2.3.2 : E est donc un ensemble A(2)

2

\/ga
uniformisable.
(2 = 3) Il s’agit d’une application directe du critére de de la Vallée-Poussin 1.4.3.
(3 = 4) (3) s’écrit

vfe by [ o7P)dn <M
T

pour une fonction d’Orlicz ¢ et une constante M. Soit ® définie par ®(z) = ¢(x?). Alors ® est une
2,2

fonction d’Orlicz : la croissance et la convexité de ¢ et 'inégalité xy < x donnent
Az + (1 -Ny) = o(N\2? + 201 — Nzy + (1 — N)?y?)
< N0(2) + 201 = Nd(ay) + (1= AN)?(y?)

IN

MO (z) +2A(1 = A)
AD(z) + (1 — N)D(y).

®(x) + 2(y)
2

et donc (3) donne

vfe by [ e(fdm <

T
i.e., L2E C L?, avec
o) ot |
x2 22 zooo
(4 = 2) Démontrons que
122510

. . L L L L®
est continue en appliquant le théoréme du graphe fermé : si x, —— = et Ox, = x,, — ¥, alors,
mesure mesure

par la proposition 1.3.6 (vi), z, — x et , — y, d’olt & = y. La continuité de © produit une
constante M telle que
wrepy o) ans<a
T

11 suffit alors d’appliquer le raisonnement de la démonstration du critére de de la Vallée Poussin 1.3.3 :

P K
pour K > 0 donné, soit A tel que z > \ = (ac) > ik Alors
2
[ UL, / (4 am< L
- K
[fI=A fIZA

Donc % est uniformément intégrable.
(4 = 5) Le raisonnement précédent donne une constante M telle que

Vge Ly lglle < Mlgll.
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V(y)

Soit ¥ la fonction conjuguée de ®. Alors —>= —— 0. Soit f € LY. Alors
Y Y—00

A

vge Ly (f. 9)l =D F(n)g(n)

nek

< 2 flelglle

IN

2M||fllwllgll2-

Comme g € LQE est arbitraire, ﬁE est dans [? (E).
(5 = 4) Démontrons que

LY -2, 2B

g — E\E
. . PR P LY —~  1*(B)
est continue en appliquant le théoreme du graphe fermé : si g, —— g et Ogn = gpp —— v, alors

Vk€Z (ek, gn) mﬁ(k)

et
Vk ekl 5;(]{'/) T)'Uk,

d’olt ©g = v. La continuité de © produit une constante M telle que

vge LY gl < Mglw.

)
(f) — 0. Soit f € L%. Alors

y Y—>00

Soit @ la fonction conjuguée de . Alors

A

Vge LY |(f, o)l =D J(n)g(n)

nek

< |fl2llgel-

IN

M| fl2llglle-

Donc || f||5 < M||fll2 et f est dans L® par une application de la proposition 1.3.11. [ |

Corollaire 3.0.0.2 Si E est un ensemble A(2) uniformisable, alors il existe un espace d’Orlicz L*
tel que L% C LCDQLQ.

P

(290) —— 00, alors Lq>gL2 par une applica-
T Tr—>r00

tion de la proposition 1.3.9. [ |

Ce théoreme ressemble aux caractérisations usuelles des ensembles A(p), p > 2 : en effet, on a trouvé
un espace L? strictement contenu dans L? tel que LY = L%. Mais le corollaire 3.0.2 ne permet pas
de caractériser les ensembles A(2) uniformisables : il est en effet possible de construire une fonction
d’Orlicz ® telle que

Démonstration. Il ’agit de la condition (4) : en effet, si

D(x)

— = OQ.
xr2

P
0 < lim inf @ < limsup

T—oo T T—00
En effet, il suffit de considérer la fonction affine par morceaux et convexe définie par
®(0) = 0;z, = 22

(z2n41) = nx%n-‘,—l'
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Dans ce cas, la proposition 1.3.9 entraine que L¢§L2, mais on ne sait pas si alors E est un ensemble
A(2) uniformisable, ou méme un ensemble A(2).

4 Ensembles A(2) uniformisables et 2-association — les résultats de John
J. F. Fournier

4.1 Définitions

Définition 4.1.0.3 Soient E C Z et S un sous-ensemble mesurable de T.
(1) Alors E est strictement 2-associé avec S s’il existe k > 0 tel que

Ve P |1sfll2 = &l fll2-

(2) E et S sont 2-associés au sens fort si

DN

1
YA>1 3F fini Vf€ Ppr HJ;H < E/IfIQde Al FII3-
S

(8) On dit que le pas de E tend vers Uinfini si E est fini ou si, pour tout M, les éléments de FE
different de plus de M hors d’un sous-ensemble fini.

La propriété de 2-association est invariante par translation dans Z et dans T.

Proposition 4.1.0.4 Soient n € Z et t € T. Si E est strictement 2-associé (resp. 2-associé au sens
fort) avec S, alors E +n est aussi strictement 2-associé (resp. 2-associé au sens fort) avec S +t.

Démonstration. En effet, si f € Pgy,, alors e_,, f € Pg. De plus, en notant f; la fonction définie par

filw) = f(x = 1), ona[|fill2 = | fll2, et comme fy(n) =~ f(n),
fePe= fie e

Il suffit d’appliquer ceci a chacune des définitions. [ |

4.2 2-association au sens strict
4.2.1 Le résultat antérieur
Aline Bonami a démontré la

Proposition 4.2.1.1 (Aline Bonami [4]) Soit ¢ > 2. Soient A un ensemble A(q) et A un sous-
ensemble de T strictement 2-associé avec A . Alors il existe § > 0 tel que A soit strictement 2-associé
avec tout ensemble Ay tel que |A\ A1] < 4.

Démonstration. Soit P € &,. Fixons C indépendante de P telle que
1Pllg < ClPl2. ()
Il existe x indépendante de P telle que
/|P|2dm > K2 / |P|? dm.
A T

On a, par I'inégalité de Holder, puis par (5),

< N

VBCT /IB|P|2dm§ |B|'~ % /|P|qdm < C|B|1—%/|P|2dm.
T T T
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Fixons § telle que ol ik < —k% Alors

|~

1
VBCT |B|<é§ = /|P|2dm§§n2/|P|2dm
B T

et soit A; tel que |A\ 41| < §. Alors

/|P|2dm > /|P|2dm— / |P|? dm
Ay A A\A;
> <n2%n2> /|P|2dm: %n2/|P|2dm.
T T
Donc A est strictement 2-associé avec Aj. [ |

4.2.2 Le progreés réalisé par John J. F. Fournier
On pallie I'absence de I'inégalité (5) par la caractérisation du théoreme 3.0.1 (1 = 2).

Théoréme 4.2.2.1 (John J. F. Fournier [9]) Soient E un ensemble A(2) uniformisable et S un
sous-ensemble de T strictement 2-associé avec E. Alors il existe 6 > 0 tel que E soit strictement
2-associé avec tout ensemble Sy tel que |S '\ Si| < 9.

Démonstration. On a une constante k telle que

VP € PN Bre /|P|2dm > K2
S

Or le théoréeme 3.0.1 (1 = 2) énonce que g est uniformément absolument continu : on peut choisir
6 tel que

1
VRCT |R|<6 = /|P|2dm§§l§2.
R

Soit alors Sy tel que |S '\ S1| < 4. On obtient
1 1
VP € P5 N Bpe /|P|2dm > /|P|2dm — / |P|? dm > k* — 5,9 = 5;&
S S S\S1

Donc E est strictement 2-associé avec Sj. [ |

4.3 2-association au sens fort

4.3.1 Les exemples et résultats classiques

Les deux exemples originels de 2-association au sens fort sont les ensembles lacunaires de Hadamard
et le cas plus général des ensembles A(4) dont le pas tend vers Uinfini. La démonstration, commune
aux deux exemples, est due & Antoni Zygmund [26] et a été adaptée aux ensembles A(4) par Aline
Bonami.

Proposition 4.3.1.1 (Aline Bonami [4]) Les ensembles A(4) dont le pas tend vers Uinfini sont
associés au sens fort avec tout sous-ensemble de T de mesure strictement positive.

Démonstration. Soient donc A un ensemble A(4) dont le pas tend vers l'infini, A un sous-ensemble de
T de mesure strictement positive et € > 0.
Soit f € 2, et posons g = |f|*. Alors

[ gdm =3 g0 Ta-n)

A neZ
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Or _
3n) = 3 T T — ).

keA

et comme n =k — (k —n), g(n) # 0 seulement si n € A — A. D’autre part

30) = ST IFm)2 = 1£13

nez

et donc

/ Fdm = [F3AI+ S G Ta(-n). (6)
A re

Or ce dernier terme est, par une application de I'inégalité de Cauchy-Schwarz, majoré en module par

2

(Z |§(n)l2> > [am)P

nez neA—A
n#0

Comme A est un ensemble A(4), on peut choisir C' indépendante de f telle que

(Z |§(n)l2> = I£1IZ < C?IIf1I5.

neZ

Comme le pas de A tend vers l'infini, on peut, pour tout € > 0, en dtant de A un ensemble fini Aq,
faire en sorte que

—~ A
> e | <4

neA\A1 —A\Ay
n#0

On obtient finalement grace a (6)

1
Ve P, |f|§m/|f|2dm < |l fI2,
A

ce qui veut bien dire que A et A sont 2-associés au sens fort. ]

4.3.2 Le progreés réalisé par John J. F. Fournier

Théoréme 4.3.2.1 (John J. F. Fournier [9]) Soit E un ensemble A(2) uniformisable dont le pas
tend vers l'infini. Alors E est 2-associé au sens fort avec tout ensemble de mesure strictement positive.

Démonstration. Soit S un ensemble de mesure strictement positive. Soit {K,} le noyau de Fejér;
notons {P,} la suite des K, x 1s. Soit N un entier & choisir ultérieurement. Comme le pas de E tend
vers 'infini, on peut choisir F' fini de sorte que les éléments de E \ F soient a des distances mutuelles
supérieures a N. Alors

Vf € Ppp YneE\F Pyf(n)=Y Py(k)f(n—k)=Py(0)f(n)=1S]](n),

kEZ

o~

puisque si 0 < |k| < N, alorsn—k € E\ F et f(n — k) =0. Donc

1 1 _— —
Ve Pnr / Pl dm = 1o EZEj\FPNﬂn)f(nHﬂ%. (7)
T n
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Nous avons presque obtenu la conclusion : il reste & montrer que

Ve>0 3N Vfe Py /PN|f|2dm—/15|f|2dm < <I911If 12 (8)
T T

Soit € > 0. Appliquons les caractérisations (3) et (4) du théoréme 3.0.1 & F et choisissons des fonctions
d’Orlicz finies ¢ et @ telles que

o@) o
x )

r—00
Vz € RT ®(x) = ¢(?),
L% —— L? est continue, de norme M < oo.

Soient ¢ la conjuguée de ¢ et ¥ définie par ¥(z) = 9(2?). On a alors par une application de la
proposition 1.3.11

T

et donc
Vf e Bre Yg€ Brv /|fg|2dm <2,
T

i.e.,

vfeL® YgeL¥ |fgl:<V2llfllalglle.

5~ —— 0. Donc L? C LY. Une application du théoréme du graphe
x

T—00

Selon la proposition 1.3.4,
fermé donne que
LP—— 1"
est continue. Donc
L? LY
P,—1 = P,—1g.

Soit & > 0 et choisissons N tel que ||[Py — 1s||y < 4. On a

Vf e Pg Px|fl?dm — [ 1s|f|?dm| < |Pn — 15||f]* dm
o] /
< |[(Xs = Pn)fll2ll f]l2
< V2|1s - Pyllellfllallfl2
< V28M|fl3.

[S]e
VoM

En prenant § = , on obtient (8). (7) et (8) se combinent pour donner

1
Vi€ Poe |I/IB- 15 / P dm] <[ 72,
S

ce qui veut bien dire que F et S sont 2-associés au sens fort. ]

4.3.3 Un contre-exemple de John J. F. Fournier

Il est en général nécessaire que le pas de E tende vers 'infini pour que E soit 2-associé au sens fort
avec tout ensemble S de mesure strictement positive. Sinon, dés que |°S| > 0, on peut construire un
ensemble de Sidon qui ne soit pas 2-associé au sens fort avec S.
En effet, comme 1cg € L?, il existe une suite de polynomes trigonométriques qui tend vers leg; de
plus, ||1egll2 > 0. Donc

VM 3Pe 2 |P|2> M|Plgls.
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Choisissons de tels M > 1 et P. Soient F' = spec P, D un ensemble de Sidon infini et £ = F + D.
Comme F' est fini et que, par le théoréme de Drury [5], une réunion finie d’ensembles de Sidon en
est un, E est un ensemble de Sidon. Soit alors E' C FE fini. Il reste une infinité de n € D tels que
F+n CE\E'. Soit un tel n. Alors P, = e, P € &\ g/ et néanmoins

[1Pallz > M| Ppls]|2,

i.e., E et S ne sont pas 2-associés au sens fort.

5 Ensembles A(2) uniformisables et 2-association — les travaux de I. M.
Miheev, revus par Kathryn E. Hare

Nous allons démontrer le théoréme suivant.

Théoréme 5.0.3.1 (Kathryn E. Hare [12]) Si E est un ensemble A(2) uniformisable, alors E
est strictement 2-associé avec tout ensemble S de mesure strictement positive.

En fait, Kathryn E. Hare s’inspire des idées mises en ceuvre par I. M. Miheev [17] pour démontrer
le méme résultat pour les ensembles A(p), p > 2, en utilisant les outils développés par John J. F.
Fournier, dont elle est une éleve.

5.1 La notion de parallélépipede

5.1.1 Définition

N
Définition 5.1.1.1 P C Z est un parallélépipéde de dimension N si P s’écrit P = Z{a]—, b;} avec
j=1
#P =2V,
N
De maniere équivalente, P = spec H(eai + ep,). La notion de parallélépipede généralise celle de
i=1

suite arithmétique : en effet, toute suite arithmétique {a + kp};<r<on correspond au spectre de
N

€q H(l + €2ip).

i=1

5.1.2 Parallélépipédes et ensembles A(2)

Théoréme 5.1.2.1 (John J. F. Fournier — Louis Pigno [10]) Un ensemble A(2) ne contient pas
de parallélépipéde de dimension arbitrairement grande.

Démonstration. Soit E un ensemble A(2) de constante C. Soit g = 1 + e;. Alors
2
1 , 4
loll = 5z [ 11+ elde = < v
27 T
0

et pour N suffisamment grand,
N
2% > Clglly 9)

Démontrons par l’absurde que si (9) est vrai, alors F ne contient pas de parallélépipéde de dimension

N
N. Soit donc au contraire P = Z{aj, b} C E avec #P = 2". Notons pour ¢t € RY
j=1

N .
fe(u) = H(eaj +eey,)

j=1

25



Alors f; € &p pour chaque t. De plus,
VneP |fi(n) =1

et

(Z |ﬁ<n>|2> =2%, (10)

nek

D’autre part,

Joef{ o s
/(/"'/|ft|dm(t1)...dm(tN)> dm

N
(H/|1+e“j|dm<tj>> dm = g]1Y.
7=1 T

llgllY. Pour un tel ¢, (10) donne

I
A

A

Il existe donc ¢ tel que || fi|l1

N
2% = || felz < Cllfells < Cllglly

ce qui contredit (9). [
En fait, cette preuve permet, avec des changements mineurs, de démontrer le méme résultat pour
les ensembles A(1) (voir [10]). I. M. Miheev démontre dans [18] le méme résultat pour les ensembles

A(p), p > 0.

5.1.3 Le théoréme de I. M. Miheev

On définit a présent par récurrence les classes M, :
(1) My est la classe des E C Z dont le pas tend vers Uinfini.
(i) My >1 est la classe des IF C Z tels que, pour tout N > 1, il existe une partition de E en

E=E,u |J E,
i€l fini
ou les éléments de E, différent d’au moins NV et ou les E; sont de classe M,,_1. I. M. Miheev démontre

dans [17] que My41 \ M, n’est pas vide.

Théoréme 5.1.3.1 (I. M. Miheev [17]) Si E C Z ne contient pas de parallélépipéde de dimension
n, n > 2, alors E et dans la classe M, _».

Démonstration. On démontre le théoreme par récurrence :
n = 2. Montrons par contraposition que le pas de tout £ C Z qui ne contient pas de parallélépipede
de dimension 2 tend vers I'infini. En effet, si le pas de E ne tend pas vers l'infini,

liminf |n—m| < oo,
n#meE\F
F fini

et pour au moins un entier p > 1, il existe un nombre infini de n, m € E tels que n — m = p. Soient
donc nq, m1, no, mo distincts dans E tels que

ny —mip =ng —MmMa = p.
Alors {n1, m1, na,ma} = {mq, ma} + {0, p} est un parallélépipéde de dimension 2.

n ——n + 1. Supposons donc que F ne contient aucun parallélépipede de dimension n + 1. Si E
est dans la classe M,,_o, la démonstration est achevée. Sinon, soit N entier. Il s’agit de construire
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une partition de E en une réunion finie d’ensembles de classe M,,_o et un ensemble dont les éléments
difféerent d’au moins N.
Soit p tel que

Vn#mekE |n—m|>p.

11 suffit alors de produire un procédé (P) qui permet d’extraire de E' un ensemble F' de classe M,,_o
de sorte que le résidu E \ F vérifie

Vn#meE\F |n—m|>p+1. (11)

La partition de E recherchée est fournie par itération de ce procédé :

m soit l'extraction produit a terme un résidu lui-méme de classe M, _5, et la démonstration est
achevée,

m soit il faut réitérer le procédé jusqu’a ce que les éléments du résidu de I'extraction different d’au
moins N hors de F, et comme cet ensemble fini est de classe My, cela acheve la démonstration.
Voici le procédé (P) : d’abord, il existe un sous-ensemble F' de E tel que

(1) VYn,meE |n—-ml=p = neFoumeckF
(i) neF = n+pckE
(tit) Yn#meF |n—m|>p.

En effet, ¥ ne peut contenir de suite arithmétique infinie. Il suffit alors pour toute suite arithmétique
maximale de raison p contenue dans E, {n—p, ..., n—kp}, d’inclure dans F' {n—2jp}a<aj<i. Dés lors,
(i) entraine (11). De plus, F est de classe M,,_o : par hypothése de récurrence, il suffit de démontrer
que F' ne contient pas de parallélépipéde P de dimension n. Sinon P+ {0, p} serait un parallélépipede
de dimension n + 1, contenu dans F selon (ii), puisque (iii) assure que #(P + {0, p}) = 2", Clest
absurde. ]
I. M. Miheev a démontré ce théoréme non pas pour des parallélépipedes, mais pour ce qu’il appelle
des “segments réflexifs”, dont la définition est plus restrictive.

5.2 Les lemmes de Kathryn E. Hare

Dans cette section, on considére un ensemble A(2) uniformisable E et un sous-ensemble S de T de
mesure strictement positive. On notera, pour Fy, Fy C Z, d(Fy, F3) = mi% |ng — nal.
n; €L

5.2.1 La réunion de sous-ensembles de E strictement 2-associés avec S
Lemme 5.2.1.1 ([12]) Soit k > 0. Il existe alors N tel que si {E;};cr vérifie
Viel E;CE

Viel VfeZg |1sfl3> k13 (12)
Vi#jel d(E;, Ej)> N,

alors U E; est aussi strictement 2-associé avec S.
iel
Démonstration. Appliquons les caractérisations (3) et (4) du théoréme 3.0.1 & E et choisissons des

fonctions d’Orlicz finies ¢ et ® telles que

o

r—00
Vz e RT  ®(x) = ¢(2?),
L% —— L? est continue, de norme M < oo.

Soient v la conjuguée de ¢ et U définie par ¥(z) = w(:cQ). On a alors comme précédemment

vfeL® vgeL¥ |fglz<V2Iflelgle.
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De méme, L? —— LY est continue et donc, pour € > 0 donné, on aun P € £ tel que |P— 15|y < €.

On suppose alors que (12) est réalisé pour {E;}ic; avec N = max _|n — m|. Estimons ||15f]3
n, mespec P

pour f € & g, : soit

i€l
f= Zfl avec f; € Pg,.
iel

Alors les spectres des P f; sont disjoints : en effet, si pour n € Z,

Pfi(n) = X P(k)fi(n — k) #£0

keZ

Pfi(n) =3 P()f;(n—1) #0,

leZ

alors
e, l€eZ  |k—IU<N et fi(n—Fk)#0 et fi(n—1)#0,

d’ott d(spec f;, spec f;) < N, ce qui est en contradiction avec (12).
On en conclut

1P =D IPfil3.

el

Or les E; sont disjoints et uniformément strictement 2-associés avec S. Donc

RIAIE=rYIAIE < D ltsfills
iel i€l
< 2> (Ilts = P)fill3 + I1Pfil3)
iel
en vertu de I'inégalité |a + b> < 2(|al® + [b]?), et

/15 < 2> 20(s = PSS + 21 PFII3
icl
< 4) elfilld +21Pf13
icl
< 4eMP|fI5 + 2] PEI.

De maniére analogue,

IPFIE < 2(1(P = 1s)fll5 +I11sfl3)
< 4eMP|fI3 +2)1s 5.
Ainsi,
Kl FI5 < 12eM2 f]15 + 4l1s f13
et
Kk — 12e M?
s fllz > ————I1I5.
En choisissant € assez petit, on obtient que U E; et S sont strictement 2-associés. ]
iel

5.2.2 Adjonction d’un élément a un ensemble strictement 2-associé avec S
5.2.2.1 Le résultat d’Aline Bonami

Proposition 5.2.2.1 (Aline Bonami [4]) Soient ¢ > 2 et A un ensemble A(q). Soit n € Z. Si A
et A CT sont strictement 2-associés, alors AU{n} et A sont aussi strictement 2-associés.
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Démonstration. Notons L3 (A) = {fia; f € LX}. Comme A et A sont strictement 2-associés, L5 (A)
est fermé dans L*(A). Alors L3 {n}(A), qui contient L3 (A) comme sous-espace de codimension 1,
est aussi fermé dans L?(A). Or

est surjective et il suffit de démontrer que © est injective : par le théoréme de Banach, © est alors
bicontinue, ce qui revient & dire que A U {n} et A sont strictement 2-associés. Supposons donc que
fe Lf\u (n} st nulle presque partout sur A. La proposition 4.2.1 permet de choisir § > 0 et kK > 0
tels que

VBCT VfelL} [A\BI<é — |1afI3= slfl3

Puisque
vi— Al —1lax1_a(v) = A = JAN (A —=v)| =]|A\ (A — )|

est continue, on peut choisir un voisinage V' de 0 tel que |4\ (A — v)| < § pour v € V. En posant
A, =AN(A—-w), on a donc
VieLy WweV |1a,fl3=slfl3

Soit alors f € L?\U{n}' Posons pour v € V' fy(x) = f(z +v) — en(v) f(z). Alors

o~

Folk) = (ex(v) = en(v)) J ()

et f, € Li. Or f, est nulle presque partout sur A,. Elle est donc identiquement nulle et donc

(ex(v) — en(v))f(k) = 0 est nul pour chaque k € Z et v € V. f est donc proportionnelle & e,, et,
s’annulant sur A, ne peut qu’étre nulle sur T. [ |

5.2.2.2 La généralisation de Kathryn E. Hare

Lemme de calcul 5.2.2.2 (Antoni Zygmund [28]) Soit g € L' a valeurs positives ou nulles et
non identiquement nulle. Alors

Je>0 Vn#£keZ /g|en—ek|2dm25.
T

Démonstration. Comme g Z 0, on peut choisir A C T de mesure strictement positive et d > 0 tels
que g4 > 6. Alors

Vn, ke Z Ris(n—k)<]A|,

et on n’a égalité que si n = k. Comme Z est discret et que ﬂ(n) ‘—|—> 0, il existe en fait £ > 0 tel
n|—oo

que
n#k = Rla(n—k)<(1-¢e)4]

Alors, si n # k,

/g|enfek|2dm > 5/1A|en—ek|2dm
T T
= 25/1A(1—3‘Een,k)dm
T
= 25(|4] — R1a(n — k)) > 225]A. ]

Lemme 5.2.2.3 (Kathryn E. Hare [12]) Soitn € Z. Si E et S sont strictement 2-associés, alors
EU{n} et S sont aussi strictement 2-associés, avec une constante indépendante de n.
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Démonstration. Le théoréeme 4.2.2 permet de choisir § > 0 et k > 0 tels que
VRCT VfePp |S\RI<d = |[1&fl3>«|fl5

Puisque
v S| = 1sx 1s(v) = |S| =[S N (S —0)| =[S\ (S —v)]

est continue, on peut choisir un voisinage V de 0 tel que |S \ (S — v)|] < § pour v € V. En posant
Sy =5N(S—wv), on adonc

Vfe Pp YweV |1s,fl3 = slfl5

Soit alors f € Ppygny. Posons pour v € V' fi,(z) = f(z +v) — en(v)f(x). Alors

-~ ~

fo(k) = (er(v) — en(v)) f (k) (9)

et f, € Pg. Le choix de S, entraine que
1 x4+ v)2+ [ f(x)]?
V1 2
vV S,

[ |a+b|2
2 T 4

513 = g7 / / [fo@)P? dm) dm(v)

W V/ il full2 dm(w);

Par I'inégalité

Y

en appliquant (5.2.2.2),

s £113

Y

Z|f |/1V|ek—en| dm;

4|V| v

Le lemme 5.2.3 permet alors de choisir € > 0 tel que
s 115 > g7 22 17 (K (3)
4IV|
k#n
Mais nous pouvons aussi obtenir une autre estimation : la petite inégalité précédente s’écrit aussi
1
la+ b)* > §|a|2 — [b|?, ce qui justifie

2

IsfI3 = / S e

5 |keEU{n}

1 [ o =
> 1 / Fweal? - S/ kezEﬂk)ek
> IS' 2= |f (k)
k#n
> |S|||f||2 (@H)Zv 1)

k#n

Combinons les minorations (5.2.2.2) et (1) en considérant les cas

i) Y IF )P =7l 1115,

k#n
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(@) Y IF (k)P <713,
k#n
avec 7 & fixer opportunément. En substituant (i) dans (5.2.2.2) et (¢i) dans (1), on obtient

. RE
@) = ||1sf|\32m7||f||§

et

S S
@ = sz (B -2

Pour obtenir une borne uniforme y, il faut résoudre

KET |S] |S] + 2
T EX= 5 T ,
4|V 2 2
ce qui donne
B kel S|
XT ke 1 alS| V] + 8V
Cette constante est bien indépendante de n. ]

5.2.3 Conditions arithmétiques

On sait que les ensembles A(p) ne peuvent contenir de suite arithmétique arbitrairement longue. Pour
quantifier ce phénomene, on introduit la

Définition 5.2.3.1 (Walter Rudin [20]) On note ag(N) la borne supérieure du cardinal de l’in-
tersection des suites arithmétiques de longueur N avec E :

ag(N)= sup #({a+b,...,a+ Nb}NE).
a,beZ

En adaptant la démonstration d’un résultat similaire dans [20], on a le

Lemme 5.2.3.2 (Kathryn E. Hare [12]) Si E est un ensemble A(2) uniformisable de constante
C pour g, alors

ap(N) <8(C?* +&%N).
Démonstration. Le noyau de Fejér { K, } vérifie |[K,|1 =1 et

. 2 2
2n° +1
K. 1|3 = E km =<
[Kn-1ll2 ( - 5, ="

l7l<n—1

Soit A={a+0b,..., a+ Nb}. Posons m = L%(NJr 1)] et
Q(t) = earmp(t) Kn-1(bt).

Alors
VneA Qn)>

N~

De plus, |Q[l1 = [Kn—1]1 =L et |Q|l2 = |[Kn—1]l2 < VN. Posons

f= Z enGLQE

nceANE

et @« = #(ANE). Comme E est un ensemble A(2) uniformisable de constante C' pour &, on peut

choisir g € L™ telle que
{ [9llec < Cllfll2 = CVa
lg = fll2 < el fllz = ev/er.
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Alors

|5
IN
593
S
Il

(f, Q)

9llsc1QNlx + I1f = gll2l|Q1l2
< Cya+eyaVN.

IN

Par une application de Iinégalité (z + y)? < 2(2* 4+ %°), on a donc

a < 4(C +eVN)? < 8(C? 4 £2N). .

Corollaire 5.2.3.3 Soit E un ensemble A(2) uniformisable. Alors pour tout N, il existe M tel que
chaque intervalle de longueur M contient un intervalle de longueur N disjoint de E.

Démonstration. En effet, si E est un ensemble A(2) uniformisable de constante C' pour e, alors

{a+1, ..., a+ M} contient un sous-intervalle de longueur N = 3 disjoint de E. Il suffit

(C?2+e2M)
donc de choisir, par exemple, € = (16N)? et M = 16C>N. |

5.2.4 La réunion d’un sous-ensemble de F strictement 2-associé avec S et d’un
sous-ensemble de F dont les éléments sont dispersés

Lemme 5.2.4.1 ([12]) Soit E un ensemble A(2) uniformisable, et soit E' C E strictement 2-associé
avec un ensemble S C T. Alors il existe M tel que, pour tout E” C E dont les éléments différent d’au
moins M, E' UE" est aussi strictement 2-associé avec S.

Démonstration. Le lemme 5.2.4 assure que les ensembles E’ U {n} sont strictement 2-associés avec
S, avec une constante y indépendante de n. Choisissons IV tel que le lemme 5.2.1 s’applique pour
C. Choisissons M tel que le corollaire 5.2.7 s’applique pour N. Alors tout intervalle de longueur M
contient un intervalle de longueur N disjoint de E : pour chaque paire {n, m} d’éléments de E”, il
y a dans [n, m| un intervalle de longueur N disjoint de E. On peut donc construire une partition de
E'UE" en ensembles E; tels que

Chaque E; contient exactement un élément de E”.

En effet, il suffit d’associer & chaque n € E” ’ensemble des éléments de £’ qui lui sont plus proches
que les intervalles de longueur N qui le séparent des autres éléments de E. Ces F; sont alors tous
strictement 2-associés avec S avec une méme constante y. Le lemme 5.2.1 entraine alors que E' U E”
est strictement 2-associé avec S. ]

5.2.5 La démonstration du théoréme 5.0.1

Par le théoreme 5.1.2, E ne contient pas de parallélépipede de dimension arbitrairement grande :
par le théoréme 5.1.3, E est donc dans une des classes Mj. Donc, pour un certain n, F est réunion
d’un nombre fini d’ensembles de classe M,, et d’'un ensemble dont les éléments sont & des distances
mutuelles arbitrairement grandes. Grace au lemme 5.2.8, il suffit alors de montrer, pour tout n > 0,
que tout B’ C E de classe M,, est strictement 2-associé avec S. Mais il faudra nous atteler & démontrer
un énoncé plus fort pour appliquer le principe de récurrence, i. e., la

Proposition 5.2.5.1 ([12]) Pour tout entier naturel n

E' C E strictt 2- jé S . .,
{ = o stne associe avee = E'UE" strictt 2-associé avec S.

E" C E de classe M,,
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Démonstration. n = 0. Soit E' C E strictement 2-associé avec S, et soit E” C E de classe M.
Fixons M selon le lemme 5.2.8. Or le pas de E” tend vers l'infini : il existe F C E” fini tel que les
éléments de E” \ F different d’au moins M. En vertu du lemme 5.2.8, E' U E” \ F est strictement
2-associé avec S. Par une application répétée du lemme 5.2.4, E' U E” est aussi strictement 2-associé
avec S.

n——mn + 1. Soit £’ C E strictement 2-associé avec 9, et soit E” C E de classe M, ;. Fixons
k

M selon le lemme 5.2.8. E” peut s’écrire B = E, U U E;, ou les E; sont de classe M,, et ol les
i=1
éléments de F, different d’au moins M. En vertu du lemme 5.2.8, E' U E, est strictement 2-associé
k

avec S. L’hypothése de récurrence, appliquée k fois, donne que E' U E, U U E; = E' UE" est aussi
i=1
strictement 2-associé avec S. ]

6 Deux applications classiques

6.1 Passage du local au global

Théoréme 6.1.0.2 ([12]) Soit E un ensemble A(2) uniformisable. Si f € L3 s’annule sur un en-
semble de mesure strictement positive, alors f est identiquement nulle sur T.

Démonstration. E est strictement 2-associé avec tout ensemble de mesure strictement positive par le
théoréme 5.0.1, et le théoreme découle de la définition de la 2-association. [ |

6.2 Convergence simple et convergence L?

Lemme 6.2.0.3 (Dmitrii Fiodorovitch Egoroff [7]) Soit {f,} une suite de fonctions sur T qui
converge simplement sur un ensemble R de mesure strictement positive. Alors il existe un ensemble
de mesure strictement positive S sur lequel {f,} converge uniformément.

Démonstration. Notons f la limite ponctuelle de {f,} sur R. Soit £, — 0 et posons

Sjn={z € R;Vk 2 j |f(z) - fr(@)] <en}.

oo

Alors S, C Sjq1,» pour tout j > 1 et U Sj n = R. Soit 0 < 6 < |R]. On peut alors choisir pour
j=1

chaque n un entier N(n) tel que

1)
R\ SNy, nl < on

Posons S = ﬂ SN(n),n- Alors

n=1
Vn Yk>N(n) VeeS |f(r)— fulz) <en

et {fn} converge uniformément sur S. De plus,

o 5
1S = |R| = |R\ S| > |R] = > IR\ Snm),nl > |R|—22—n =|R|-4é>0. n
n=1 n=1

Théoréme 6.2.0.4 ([12]) Soit E un ensemble A(2) uniformisable et soit v une suite indexée par E.
Si Yvpen{ner converge simplement sur un ensemble de mesure strictement positive, alors v € 1*(E).
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Démonstration. Par une application du lemme 6.2.1, on sait que }v,e,{nep converge uniformément
sur un ensemble S de mesure strictement positive. Donc

sup ||1g Z Unen|| <supl||ls Z Un€n < o0.
N

IneB|<N IneB|<N

2 00

Comme F et S sont strictement 2-associés, sup Z Unen|| =|v]2 < oo. [ |

|n€eE|<N 5
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