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Introduction historique

Voici le point de départ historique de la théorie des opérateurs : le probleme de Sturm-Liouville

(') +qv=r(v+w)
av(a) +a'v'(a) =0 (1)
Bo(b) + B (8) = 0

olt p € €1a,b] est strictement positive, ¢ € €[a,b] est réelle, le poids r € €[a,b] est strictement
positif et (o, ), (3,8) € R%\ {(0,0)} : il s’agit de trouver v € €?[a,b] en fonction du parametre
A € C et du terme inhomogéne w € €[a,b]. L’équation homogéne associée est 1'équation (1) avec
w = 0. Sturm a montré en 1836 que les A\ pour lesquels I’équation homogene a une solution non nulle
forment une suite de nombres réels qui tend vers —oo; si A n’est pas un terme de cette suite, alors la
solution de I’équation (1) est de la forme

b
o(s) = / (s, )w() (r(t) db). (2)

Notons E I'espace vectoriel des v € €?[a, b] tels que av(a) +a/v'(a) = Bv(b)+ Bv'(b) = 0. En langage
moderne, la suite des A est formée des valeurs propres de 'opérateur différentiel
x: E — €Ja,b]

(pv') +qu
——

N d

% |a, b] est un espace préhilbertien si on le munit du produit scalaire défini par

b
(v, w) = / oD (r(t) dt).

Notons ||v]2 = (v,v)'/2. Si A € R n’est pas valeur propre, nous allons montrer que 'opérateur = —

admet un inverse a gauche y de la forme

b
(y(w))(s) = (w, k(s,-)) :/ k(s, t)w(t)(r(¢) dt).

avec k € €([a,b] X [a,b]) réelle et symétrique : y est un endomorphisme hermitien de I’espace préhil-
bertien €[a, b]. On dit que y est un opérateur intégral de noyau intégral k. Les valeurs propres p non
nulles de y sont les inverses des valeurs propres de x — A : nous allons démontrer que seul un nombre
fini d’entre elles sont positives et qu’elles forment une suite réelle qui tend vers 0 par valeurs néga-
tives; les espaces propres associés sont de dimension 1 et il y a donc (& multiplication par un nombre
complexe de module 1 pres) exactement une fonction propre w), associée & p telle que |Jw,||2 = 1. De
plus, la suite des w,, forme une base hilbertienne orthonormée de I’espace préhilbertien €’[a, b].
Considérons le cas particuliera =0, b=1,p=r=1,¢q=0, o' = =0, c’est-a-dire

{v" =\+w
v(0) =v(1) = 0.



Alors les valeurs propres de z sont les —n?7? avec n € IN* de fonction propre associée vy, (s) =

ﬁsin(nﬂs). L’inverse a gauche de x est 'opérateur intégral de noyau

-1t si0<t< .
k(s t) = (s—1) S% T st min(s, t).
(t—1)s sis<t<1
Pour toute fonction w € €la, b], on a
N
TS U p—

et la solution de I’équation différentielle linéaire du deuxiéme ordre v”’ = w avec condition aux bords
v(0) = v(1) = 0 est donc la fonction

1 N o
v(s) = A k(s,t)w(t)dt = Z n2—;2(w,vn)vn.

Pour résoudre cette équation différentielle, il est donc tres utile de calculer la suite des coefficients
(w, vy). Cette remarque est a lorigine de I'analyse de Fourier.



Premier chapitre

Définition d'une algebre

1.1

Définition d’une algebre

Définition 1.1.1. Soit K un corps commutatif.

(4)

(vi)
(vii)

Une algebre sur K est un K-espace vectoriel A, muni d’une application K-bilinéaire

AxA— A
(z,y) = xy

appelée la multiplication dans A, qui est associative. La multiplication dans A satisfait donc

Mzy) = (Az)y = z(\y)
(x4+y)z=xz+yz
x(y+2)=ay+az

z(yz) = (vy)z

pour tous x,y,z € A et A € K.

Lorsque la multiplication dans A admet un élément neutre u, c’est-a-dire que
Ur =TUu =T

pour tout x € A, on dit que u est 'unité de A et que A est une algebre unifere.

Soit A une algébre munie d’une unité u. Un élément = € A est inversible s’il existe y € A tel
que 2y = yx = u. On note alors y = x~!. L’ensemble des éléments inversibles est noté A~!.

Lorsque la multiplication dans A est commutative, c’est-a-dire que

pour tous x,y € A, on dit que A est commutative.

Etant données deux K-algebres A et B, on appelle morphisme d’algébres de A dans B une
application linéaire p: A — B telle que ¢ soit multiplicative :

p(xy) = o(z)e(y)
pour tous x,y € A. Si A et B sont uniféres et ¢ transforme I'unité de A en 'unité de B, on dit
que @ est un morphisme d’algébres uniféres.
Un sous-espace vectoriel B de I'algeébre A est une sous-algébre si xy € B pour tous z,y € B.

Un sous-espace vectoriel B de V'algebre A est un idéal si xy,yr € B pour tout z € A et tout
Yy € B.



Remarque 1.1.1. A est une algebre unifére si et seulement si A est un anneau et

p: K— A (1.1)
A= Au

est un morphisme d’anneaux, ou u est I'unité de 'anneau A.

Exemple d’algebre 1. Le corps commutatif IK muni de la multiplication donnée par la structure
de corps est une algebre commutative sur IK dont 'unité est 1.

Les corps que nous allons effectivement considérer dans ce cours sont le corps R des nombres réels
et sa cloture algébrique, le corps C des nombres complexes. Mais nous essaierons de ne pas exclure
d’autres corps, comme le corps fini Z/pZ avec p un nombre premier, si ce n’est pas nécessaire.

Remarque 1.1.2. Si A admet une unité d gauche uy :
uirx = x pour tout z € A

et une unité a droite us :
Tup = x pour tout xz € A,
alors u; = us.

Remarque 1.1.3. Si z admet un inverse a gauche y;, c’est-a-dire que y1x = u, et un inverse a droite
Y2, C’est-a-dire que xys = u, alors y; = yo.

Remarque 1.1.4. Le noyau d’'un morphisme d’algebres est un idéal; son image est une algebre.
Exemple d’algébre 2 (la multiplication triviale). Soit A un IK-espace vectoriel quelconque. Alors

la multiplication définie par zy = 0 quels que soient z,y € A munit A d’une structure d’algebre
commutative. Si A # {0}, A n’est pas unifére.

Proposition 1.1.1. Sip: A — B est un morphisme d’algébres uniféres et x € A est inversible, alors
o(z) est inversible et p(x)~t = p(z~1).

Démonstration. Si x est inversible, alors

ez Ne(z) = p(z7'2) = p(ua) = up

et aussi p(z)p(z™1) = up. O

1.2 Définition d’une algebre involutive

Définition 1.2.1. Soit K un corps commutatif muni d’une morphisme de corps involutif A — X,
qu’on appellera conjugaison :

A+ =A+[i, A= Ajl, A=\,

(1) Soit A une K-algebre. Une involution de A est une application semilinéaire, antimultiplicative
et involutive z — z* de A dans A :

(z+y) =" +y" () =, (xy)" =y'2*, (") =a.

L’élément x* est l’adjoint de x. Une algebre involutive est une algébre munie d’une involution.

(7¢) Une partie B de A est autoadjointe si x* € B pour tout « € B; si B est une sous-algebre, on
dit aussi que B est une sous-algébre involutive.

) Siz* =z, x est hermitien.

) S’il existe y1,...,yx € A tels que x = yjy1 + - - - + YiYk, T est positif.
(v) Siza* =x*z, x est normal.

)

Si A admet une unité u et x*x = xx* = u, x est unitaire.



vii) Si B est une deuxiéme algeébre involutive et p: A — B est un morphisme d’algébres tel que
1) Si B est deuxie lgebre involuti t A B est hi d’algebres tel
o(x™) = @(x)* pour tout z € A, on dit que ¢ est un morphisme d’algébres involutives.

Exemple d’algébre 3. Si K est muni d’un morphisme de corps involutif, alors la K-algebre KK peut
étre munie de I'involution définie par x* = Z.

Remarque 1.2.1. On peut munir tout corps K de I'automorphisme involutif identité, défini par A = \.
Dans ce cas, toute K-algebre commutative peut étre munie de I'involution identité, définie par =* = z,
mais nous essaierons de ne pas exclure d’autres corps, comme les extensions de corps de degré 2, si
ce n’est pas nécessaire.

Si K = R, 'unique morphisme de corps involutif est l'identité. Le corps C admet exactement deux

morphismes de corps involutifs, 'identité et la conjugaison. Nous n’allons considérer que R muni de

I'identité et C muni de la conjugaison dans ce cours.

— Dans le cas de 'algebre R, tout élément est hermitien, un élément positif est un nombre positif et
les seuls éléments unitaires sont 1 et —1.

— Dans le cas de lalgebre C, un élément hermitien est un nombre réel, un élément positif est un
nombre réel positif et un élément unitaire est un nombre complexe de module 1.

Remarque 1.2.2. Si A est une algébre commutative involutive, tout élément de A est normal.

Remarque 1.2.3. Le noyau d’'un morphisme d’algebres involutives est un idéal autoadjoint ; son image
est une algebre involutive. L’image d’un élément hermitien, positif, normal est respectivement un
élément hermitien, positif, normal.

Proposition 1.2.1. Soit A une algébre involutive munie d’une unité u. Alors u* = u. Siz € A,
alors x est inversible si et seulement si x* est inversible et alors (z*)~" = (z=1)".



Deuxieéme chapitre

Algebres linéaires

2.1 Algebres de matrices

2.1.1 Algebre des matrices n x n

Exemple d’algébre 4. L’algebre .#,, des matrices n x n a coefficients dans K. La multiplication
est définie par

n
. 2
(xy)ij = Zzzkyk] pour tout (¢,7) € [1,n]. (2.1)
k=1
Sin > 2, cette algébre n’est pas commutative. L'unité de .4, est la matrice identité, notée Id. Si K
est muni d’une morphisme de corps involutif, 'application définie par

(z");; = T3 pour tout (,j) € [1,n]?

est une involution de .. Si IK = R, cette involution est la transposition; alors les éléments hermi-
tiens, positifs et unitaires de ., sont respectivement les matrices symétriques, positives et orthogo-
nales. Si K = C, cette involution est ’adjonction ; alors les éléments hermitiens, positifs et unitaires de
My, sont respectivement les matrices hermitiennes, positives et unitaires. La formule de la comatrice
montre qu’une matrice est inversible si et seulement si son déterminant est non nul.

2.1.2 Algebre des matrices n x n a coefficients dans une algébre

Exemple d’algébre 5. Soit A une algébre. L’algebre .#,,(A) des matrices n x n a coefficients dans
A est munie de la multiplication définie par (2.1). Elle est unifére si et seulement si A est unifére et
alors son unité est la matrice diagonale dont chaque coefficient diagonal est I'unité de A. Si A est une
algebre involutive, I’application définie par

(z");; = xj; pour tout (,j) € [1,n]?

est une involution de .#,(A). Si A est lalgébre .#,,, alors 'application qui & © € ., (.#,,) associe
la matrice par blocs y € #;,,, définie par

Y—1)ym+k,(j—1)m+l = (:Cij)kl pour tout ((Zaj)v (kal)) € [[1)”]]2 X [[1,7’71]]2

est un isomorphisme d’algebres uniferes involutives.

2.1.3 Limite inductive des .#,(A)

Exemple d’algébre 6. Soit A une algébre. Si n < m, alors ., (A) est isomorphe & la sous-algébre
de A, (A) formée des matrices & coefficients nuls hors du coin n x n en haut & gauche. En identifiant
M (A) a cette sous-algebre, on peut former la somme et le produit d’une matrice de taille n avec une

matrice de taille m dans ., (A). Ces opérations munissent .#,(A) = U M (A) d'une structure
n=1



d’algebre. A (A) est la limite inductive des My, (A) pour n — oco. Si A # {0}, elle n’est pas unifére.
Si A est involutive, 4 (A) l'est aussi.

2.2 Algebre des endomorphismes d’un espace vectoriel

2.2.1 Morphisme et quotient d’espaces vectoriels

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels. Une application K-linéaire x de E dans F' est un morphisme
d’espaces vectoriels. On dit aussi que = est un opérateur. On note kerx = {v € E : z(v) = 0} le
noyau de x et imz = x(E) = {w € F : Jv € E z(v) = w} Uimage de z. Si x est une bijection, alors
I'application réciproque y: F — E est K-linéaire : c’est I’'opérateur inverse de x et on note y = 1.
Si S est un sous-espace vectoriel de F, le quotient E/S est 'espace vectoriel des classes d’équivalence
modulo S. Si E/S est de dimension finie, alors sa dimension est la codimension de S dans E. Notons
v+ S la classe de v modulo S et soit
7. E— E/S
v v+ S

I’application quotient canonique. Pour tout opérateur x: £ — F de noyau S, il existe une factorisation
canonique unique

E/S — % ima

ﬂ]‘ lL

E —2— F
ou ¢ est I'inclusion. En effet, si v — vy € S, alors z(v) = z(v1) : on peut donc définir Z de sorte que
le diagramme commute. Si x = toy o, alors y(v +.5) = Z(v + S) pour tout v € FE : donc y = Z.
De plus, # est un isomorphisme : Z est injectif puisque si Z(v 4+ S) = 0, alors z(v) =0 et v € S. En
particulier, dimimz = dim E/S si ces espaces sont de dimension finie.
Le conoyau de z est coker x = F/im x. Donc, si F et F sont de dimension finie égale, on a le théoréme
du rang :

dim coker x = dim F' — dim im x = dim ker .

2.2.2 Algéebre des endomorphismes d’un espace vectoriel

Exemple d’algébre 7. Soit E un K-espace vectoriel. Alors Z(F) est une algébre muni de la
multiplication définie par

(xoy)(v) = z(y(v)) pour tout ve E : (2.2)

c’est la composition des applications. Cette algébre n’est pas commutative, sauf si la dimension de
E est 0 ou 1. L'unité de Z(F) est 'endomorphisme identité, noté Id: v — v. Un opérateur x est un
élément inversible si et seulement si x est une bijection. Si F est de dimension finie, alors = est une
bijection dés que z est injectif. Si E n’est pas de dimension finie, c’est faux : soit (v;);jer une base
de E, soit i € I et o: I — I\ {i} une bijection. Alors 'opérateur défini par x(v;) = v,(;) est injectif
sans étre surjectif.

Soit z € Z(F) et soit F un sous-espace vectoriel de E stable par x : z(F) C F. Alors la restriction
de x d F est Pendomorphisme x| p € Z(F) défini par z| (v) = z(v) pour tout v € F.

Si A est une algebre, Papplication L: A — Z(A) définie par L, (y) = xy est un morphisme d’algebres.
Si A admet une unité u, ce morphisme est injectif : en effet, si L, = 0, alors L,(u) =z = 0.

2.3 Algebre des opérateurs adjoignables sur un espace A-hermitien

2.3.1 Espace A-hermitien

Soit K un corps commutatif muni d’un morphisme de corps involutif A — X et soit A une K-
algebre involutive. E est un espace A-hermitien si F est un K-espace vectoriel muni d’une application



(,-): E x E — A appelée produit intérieur qui est linéaire & gauche et A-hermitienne :

(A, w) = A (v,w),
(v1 +vo,w) = (v, w) + (va, W),
(w,v) = (v,w)".

Le produit intérieur est donc semi-linéaire a droite :

(v, w) = Qw,v)" = (A (w,v))*

=\ (v,w),
(v, w1+ w2) = (w1 + w2, v)" = ((wi,v) + (w2, v))"

= (v, w1) + (v, wa) .
SiA=K =R ou A=K = C et si le produit intérieur est de plus défini positif :
Voe E\{0} (v,v)>0,

alors (-,-) est un produit scalaire et E est un espace préhilbertien ; on a en particulier I'inégalité de
Cauchy-Schwarz :
1/2 1/2
Vo,we E (v, w)| < {(v,v) " “{w,w) .
Si E est un espace préhilbertien de dimension finie, alors A est un espace euclidien si IK = R et un
espace hermitien si K = C.
Si F est A-hermitien, alors E™ peut étre muni du produit intérieur défini par

NE

((v1,.. . 0n), (W1, ... wy)) = (vk, wi)

b
Il

1

2.3.2 Orthogonalité intérieure
Si (v, w) =0, on dit que v et w sont orthogonauz ; on a alors le théoréme de Pythagore :
(v+w,v+w) = (v,v) + (w,w) .
Plus généralement, soit S une partie de E. Alors
St={weE:YveS (v,w) =0}

est l'orthogonal de S dans E. St est un espace vectoriel et vect S C (SJ‘)L. Ona {0}t =E.

Si E+ = {0}, on dit que le produit intérieur est non dégénéré. Un vecteur v est isotrope si (v,v) = 0. Si
seul le vecteur nul est isotrope, on dit que le produit intérieur est anisotrope : on a alors SNS+ = {0}.
En particulier, tout produit scalaire est anisotrope.

2.3.3 Opérateur adjoignable entre espaces A-hermitiens

Supposons que tous les produits intérieurs considérés sont non dégénérés.
Soient E et F' deux espaces A-hermitiens et x: E — F. Supposons qu’il existe *: F' — FE tel que

(x(v),w) = (v, 2" (w)) pour tout v € F et w € F.

On dit que = est adjoignable. Alors x* est unique : c’est 'adjoint de x. De plus, x et x* sont né-
cessairement K-linéaires et (z*)" = x. Soit G un troisiéme espace A-hermitien. Si y: FF — G est
aussi adjoignable, alors y o x l'est et (yox)" = z* o y*. Si z est inversible, alors z* est inversible et
(z) "' = (z71)". On a (imz)' = kerz*. En effet,

z*(w)=0 & VveFE ("(w),v)=0 & VvekFE (wuz())=0.

On en déduit imz* C (kerx)®. Si 2* = 271, on dit que x est unitaire, c’est-a-dire que = est un
isomorphisme d’espaces A-hermitiens : x est inversible et

(x(v),z(w)) = (v,w)  pour tous v,w € E. (2.3)



— Si A=K =R, z* est 'opérateur transposé de x et on a
1 2 2
(v,w) = 7 (o +wlf* = flo = w]?). (2.4)

- Si A=K =C, z* est 'opérateur adjoint de = et on a

3

1 -k .k 2
(v, w) = Zzl v+ ifw|”. (2.5)

k=0

Les formules (2.4) et (2.5) sont les formules de polarisation : elles montrent que si E est un espace
préhilbertien, un opérateur z satisfait (2.3) si et seulement si (x(v),2(v)) = (v,v) pour tout v € E :
on dit que z est une isométrie.

On note Z4(E, F') I'ensemble des applications adjoignables.

2.3.4 Algebre des opérateurs adjoignables

Exemple d’algébre 8. Soit E un espace muni d’un produit intérieur non dégénéré. Alors Z4(F)
est une K-algebre involutive dont I'unité est Id. Si A = K et E est de dimension finie, alors Z4(E) =
Z(F) et I'isomorphisme (2.6) est involutif. Plus généralement, notons

Dk : E"—> E
(V1,...,0pn) > Vg
Alors
pi: E— E"
vk»—>(0,...,0,vk,0,...,0)
et

LA(E™) = Mp(ZLa(E))
x> (pi © @ o pj)i<ij<n

est un isomorphisme d’algebres uniferes involutives puisque c’est une bijection et

n n
piozoyop; =p;oxo (ZPZOM) oyop; = (piowop;)o (proyop)),
k=1 k=1

(pjoxzop) =piox* op;.
x est un élément hermitien de Z4(F) si et seulement si
(x(v),w) = (v, z(w)) pour tous v,w € E
et un élément normal si et seulement si
(x(v), z(w)) = (z*(v), 2" (w)) pour tous v,w € F.

Proposition 2.3.1. Soit E un espace muni d’un produit intérieur anisotrope et x € La(E) normal.
Alors ker & = ker z* = ker z* o z = ker 2%. Donc ker z* o z*! = kerz pour tout couple (k,1) # (0,0).

Démonstration. (i). Prouvons que ker z? C kerz* oz C kerz. Si 2%(v) = 0, alors z*? 0 22(v) = 0 et
donc

(@ 02)(v),v) = (2" o (v}, x" 0 2(v)) = 0
et z* ox(v) = 0. Si a* o x(v) = 0, alors {(a* o z(v),v) = (x(v),z(v)) = 0 et 2(v) = 0. Le cas général
résulte de ce que kerz2""" C ker 2 022"  kerz?". O

10



2.4 Algebre des endomorphismes d’un espace vectoriel normé

Soit KK le corps des réels ou des complexes et soit E un K-espace vectoriel normé. Notons Bg = {v €
E:|v|]| <1} et Sp={ve E:|v|| =1} la boule unité et la sphére unité de E.

2.4.1 Opérateur borné et norme d’opérateur

Soit F' un deuxieme espace vectoriel normé. Une application K-linéaire continue z: £ — F est un
morphisme d’espaces vectoriels normés ou encore un opérateur borné. Alors ker x est un sous-espace
vectoriel fermé de E'; imz n’est pas fermé en général !

L’espace vectoriel (E, F') des opérateurs bornés est normé par la norme d’opérateur définie par

z()]
2] = sup = sup [lz(v)]| = sup [lz(v)]].
v#£0 HU” vESE vEBE

|lz]| est la plus petite constante C telle que ||z(v)|| < C||v|| pour tout v € E. C’est aussi la constante
de Lipschitz de x.

Soit G est un troisiéme espace vectoriel normé. Sixz € B(E, F) et y € B(F,G), alors yox € B(E,G)
et [y o x| < |yl ||| : en effet, si v € Bg, alors

Ity o)) = Ny ()] < llyll lz@)I < [yl ]

Supposons que x € B(E, F) est une bijection et soit y: F' — E D'application réciproque. Alors y est
un opérateur qui n’est pas nécessairement borné. En fait, y est borné si et seulement s’il existe ¢
tel que ||z(v)|| = ¢|v|| pour tout v € E; le plus grand c est alors |jy||”". On dit alors que  est un
opérateur borné inversible. On note encore y = x~! et on dit que x est un isomorphisme d’espaces
vectoriels normés. On a néanmoins

Proposition 2.4.1. Soient E et F' deux espaces de Banach et x € B(E,F). Alors x est inversible
st et seulement si x est une bijection.

Démonstration. Si x est inversible, x est une bijection. Réciproquement, si z est une bijection, soit
y: F— E lapplication linéaire inverse de = et montrons que y est continue. Or le graphe de y est

{(w,y(w)) :w e F} ={(z(v),v) : v € E}.
Par le théoreme du graphe fermé, y est continue. O

Le dual #(E,KK) de FE est noté E’. C’est un espace de Banach. Par le théoréeme de Hahn-Banach, on
a pour tout v € K

[oll = sup [I(v)| = sup [I(v)].
leBg/ 1eSE

L’injection canonique de E dans son bidual est application vp: E — E” définie par (vg(v))(l) = I(v)
pour tout v € E et tout I € E’. Une forme linéaire sur E’ est préfaiblement continue si et seulement
si elle est de la forme tg(v) pour un v € E.

2.4.2 Orthogonalité duale
Soit E un espace vectoriel normé et S une partie de E. Alors

St={leFE:YweS I(v)=0}
est lorthogonal de S dans E'. On a St = (vect S)L et S+ est un espace vectoriel préfaiblement
fermé : en effet, S+ est I'intersection des espaces vectoriels préfaiblement fermés ker tp(v) = {l € E' :
I (v) = 0} lorsque v parcourt S.
Soit S une partie de E’. Alors

S ={veFE:VieS Il(v)=0}

est l’orthogonal de S dans E. On a S| = (vect S )J_ et S| est un espace vectoriel fermé : en effet,
S est lintersection des espaces vectoriels fermés kerl = {v € E : [ (v) = 0} lorsque ! parcourt S.
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Proposition 2.4.2. Soit E un espace vectoriel normé et S une partie de E. Alors (S*), = vect S

Démonstration. Siv € Setl € St alorsl(v) =0:5 C (S1), et doncvect S C (S4),.Siv ¢ vect S,
il existe I € E’ tel que I (v) # 0 et |5 = 0 par le théoréme de Hahn-Banach. Donc I € St et
v (SJ_>L O

s

De méme (SQl Cvect S et on peut aussi montrer qu’il y a égalité.

2.4.3 Quotient d’espaces vectoriels normés

Proposition 2.4.3. Soit E un espace vectoriel normé et S un sous-espace vectoriel de E. Notons

a(v,5) = inf o — 5]

la distance dev e E'a S.
(@) |lv+ S| = d(v,S) est une semi-norme sur E/S.

(it) Si S est fermé, alors c’est une norme. En particulier, ’image par Uapplication quotient cano-
nique  de la boule unité ouverte de E est la boule unité ouverte de E/S : on dit que T est une
surjection métrique.

(i4i) Si E est un espace de Banach et S est fermé, alors E/S est un espace de Banach.

Démonstration. (i). Si v —wvy € S, alors d(v, S) = d(v1,S) : donc ||v + S| est bien défini. Si A # 0,
[Av —s| = |\l Jv — A7ts]| et donc || Av + S|| = |A| ||v + S]|. De plus,

o1 + s1ll + [lvz + sall = [[(v1 +v2) + (51 + s2)|

et donc ||vy + S| + ||v2 + S| = ||v1 + v2 + S|

(@). [v+ 8] =0 & dv,S)=0 & velS & vebs Silvt+S| <1,ilexiste s € S tel que
[o+ sl <1.

(7i7). Montrons que toute série normalement convergente dans E/S converge : soient v,, € E tels
que Y |lvn, + S| converge. Quitte & ajouter & v, un élément de S, on peut supposer que ||v,| <
v + S| +27™. Alors Y |lv,|| converge et comme E est complet, > v, converge vers un élement
v € E. Donc Y (v, + S) =Y 7(v,) converge vers 7(v). O

Si x € B(E,F) considérons la factorisation canonique (attention! imz n’est pas fermé dans F en
général)
E/kerx —— imx
WT lb
E —— F
Alors ||Z]| = ||z|| : en effet, ||#(v + kerz)|| = ||z(v)|| = ||x(v + s)|| pour tout s € kerz et donc

[Z(v + kerz)|| = inf [[z(v + s)[| < inf [[z] [|v + s]| = [[z[ [|v + ker z]|.
ses ses

Si de plus F est un espace de Banach et im = est complet, & est une bijection entre espaces de Banach
et a donc un inverse #~! borné. Cela donne la proposition suivante.
Proposition 2.4.4. Soient E et F' deux espaces de Banach et x € B(E, F).

(i) L’image de x est fermée si et seulement s’il existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout
w € imx il existe v € E tel que x(v) = w et ||w|| = ¢||v]|.

(1i) x est injectif et d’image fermée si et seulement s’il existe ¢ > 0 telle que pour tout v € E on a
[z()]| = cllv].

(1i1) = est surjectif si et seulement si x est une application ouverte : il existe une constante c telle
que cBr C z(Bg).
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Démonstration. (i). L’image de z est fermée si et seulement si 7! est borné : il existe une constante
¢ > 0 telle que pour tout w € imx on a c||Z~H(w)| < ||Jw|. Or ||~ (w)]|| est Pinfimum des ||v|| pour
v image réciproque de w par x.

(i1). L’opérateur x est injectif si et seulement si pour tout v € E, v est 'unique image réciproque de
x(v) par .

(i41). Si x est surjectif, la partie (¢) montre qu’il existe ¢ > 0 tel que tout w € F' de norme inférieure
a ¢ a une image réciproque de norme inférieure a 1. O

Proposition 2.4.5. Soit E un espace vectoriel normé et S un sous-espace vectoriel fermé de E.
(i) (E/S)" est isométriquement isomorphe a S=.
(ii) E'/S* est isométriquement isomorphe a S'.
Démonstration. (i). On vérifie que L’application [ — [ o 7 est un isomorphisme isométrique entre
(E/S) et S*.
(77). L’application de restriction
E — 5
l—1g

est une surjection métrique par le théoréme de Hahn-Banach. Son noyau est S+ : sa factorisation
canonique définit donc un isomorphisme isométrique entre E’/S~+ et S’. O

2.4.4 Opérateur transposé

Définition 2.4.1. Soient E et F des espaces vectoriels normés et x € B(FE, F). L’ opérateur transposé
z': F' — E' est défini par
(@' (1)) (v) = 1o x(v).

On appelle aussi x’ 'opérateur adjoint & x, qu’il ne faut pas confondre avec 'opérateur adjoint au
sens du paragraphe 2.6.2.

Proposition 2.4.6. L’application x — ' est isométrique, linéaire et antimultiplicative :
&'l = llzll, (A2)' = Aa’, (z+y)' =a"+y, (woy) =y oa’.

Si F = FE, 1dy = Idg/. De plus,

- (imz') | = kerz.

~ (imz)" =kera’ et donc imz = (kera'), .

- Si limage de x est fermée, alors (coker )’ est isométriquement isomorphe & ker z’. En particulier,
si kerx’ est de dimension finie, alors imx est de codimension finie et

dim coker z = dim ker z’.

Démonstration. v € kerx < VI € E' loz(v) =0« VIie E' (2/(1))(v) =0« v € (ima’), et
l €kerr' & 2/(1) =0 Vv e E (2/(1)(v) =0& Vo € Elox(v) =0« [ € (imx). Alors
(kerz’); = ((imz)1), = imx. Si imz est fermé, alors (cokerz)’ est isométriquement isomorphe &
(imz)* = kera/. O

Proposition 2.4.7. Soit © € B(E,F). Alors 2" otg = tpox : on a le diagramme commutatif

"
x

E// F//

LET LFT
E 2 F

Démonstration. Siv € E et l € F’, alors

2" oup(v) (I) = p(v) (¢'(1) = 2'(1) (v) = L (x(v)) = tr o x(v) (). .
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Proposition 2.4.8. Soit x € B(E, F). Si x est inversible, alors &’ est inversible et (z')" = (z~1)'.
Si E et F sont des espaces de Banach, alors la réciproque est vraie.

Démonstration. Siz~! =y, alors 2’0oy’ = (yox)’ = Id, = Idg et de méme y' o2’ = Idpr : donc ¢y’ =
(2')~1. Réciproquement, si 2’ est inversible, alors 2" est inversible. Notons tg: E — E” Pinjection
canonique de E dans son bidual. Alors 2” otg = tp ox : donc z est injectif et tp(imz) = 2" (Lg(F)).
Comme (g (FE) est fermé et 2" est inversible, im z est fermé. Donc imx = (kerz’) | et comme 2’ est
injectif, z est surjectif. Si E = F, on a (A\Idp —z)" = AIdp —2'. O

2.4.5 Algéebre des endomorphismes d’un espace vectoriel normé

Exemple d’algeébre 9. Soit E un K-espace vectoriel normé. Les opérateurs bornés sur E forment
un espace vectoriel normé Z#(FE) qui est une algébre muni de la composition comme en (2.2). Comme
Id est continu, Id est 'unité de B(F). Supposons que E est un espace de Banach. Alors un opérateur
borné sur E est inversible si et seulement si x est bijectif. Mais en général, un opérateur injectif n’est
pas surjectif : si E' est un espace de suites (v, )nen tel que 'opérateur de décalage a droite x qui a la
suite (vg, v1,...) associe la suite (0, vg,v1,...) est bien défini, alors x est injectif sans étre surjectif.

2.4.6 Opérateur compact

Définition 2.4.2. Soient F et F' deux espaces vectoriels normés et © € B(FE, F).

— x est un opérateur compact si 'image par = de la boule unité de F est relativement compacte dans
F : 2(Bg) est compact. On note ¢ (F, F') 'ensemble des opérateurs compacts.

— x est un opérateur de rang fini si son image est de dimension finie.

Proposition 2.4.9. 7 (E, F) est un espace vectoriel qui contient les opérateurs de rang fini. Soit G
un troisiéme espace vectoriel normé et x € B(E, F), y € B(F,G). Six est compact ou y est compact,
alors y oz est compact. Donc H# (E) = % (E, E) est un idéal.

Démonstration. On a (Ax)(Bg) = Az(Bg) et (x4 y)(Bg) C 2(Bg) + y(Bg) ; comme homothétique
d’un compact est compact et la somme de deux compacts est compacte, ¢ (E) est un espace vecto-
riel. Un opérateur de rang fini est compact puisqu’une partie bornée d’un espace vectoriel normé de
dimension finie est relativement compacte. Si x est compact, alors (yox)(Bg) = y(z(Bg)) est relati-
vement compact parce que z(Bg) lest. Si y est compact, alors (y o z)(Bg) C y(||z||Be) = ||z|ly(BE)
est relativement compact. o

Proposition 2.4.10. Si E et F sont des espaces de Banach, alors # (E,F) est fermé.

Démonstration. Soit (z,) une suite d’opérateurs compacts qui tend vers « dans #(E, F') et montrons

que x(Bg) est relativement compact. Comme E est complet, il suffit de montrer que z(Bg) est

précompact. Soit ¢ > 0 et n tel que ||z — z,|| < e. Recouvrons z,(Bg) par un nombre fini N de
n

boules B(zy, (vg),€) avec vy, ...,vn € Bg. Alors 2(Bg) C U B(z(vg),3¢) : si v € B, il existe k tel

k=1
que

[z(v) = z(vp)ll < [2(v) = 2n ()] + 20 (0) = Znvr)ll + 20 (0k) — 2(vk)| < 3. O

Corollaire 2.4.11. Si E et F sont des espaces de Banach et x € B(E,F) est limite d’une suite
d’opérateurs de rang fini, alors x est compact.

De nombreux espaces de Banach F satisfont la réciproque : & (E, F) est Padhérence des opéra-
teurs de rang fini dans Z(FE, F) pour tout espace de Banach F; on dit alors que F a la propriété

d’approximation.

Proposition 2.4.12. Soient E et F des espaces de Banach. Un opérateur x € B(E, F) est compact
si et seulement si son transposé x’ l’est.
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Démonstration. Notons 7 la topologie de la convergence uniforme sur les compacts de F. Comme

2" (DIl = sup (' (1)) (v)| = sup |l (z(v))| = sup |l (w)],

vEBE vEBE wez(Brp)

a': (F',7) — E’ est continue si x est compact. Comme Bps est équicontinue, la topologie 7 restreinte
a Bps coincide avec la topologie de la convergence simple, c’est-a-dire la topologie préfaible. Or Bp/ est
préfaiblement compacte : donc 2’ (Bp-) est compact (et pas seulement relativement !) Réciproquement,
si 2’ est compact, alors '/ est compact et donc tpox = 2" o est compact et tp(2(Bg)) est compact.
Comme ¢p(F) est fermé dans F”, z(Bg) est compact. O

Proposition 2.4.13. Soient E et F deux espaces de Banach. Soient Eg C E et Fy C F deux
sous-espaces vectoriels denses. Soit xg € H (Eg, Fo) et © € B(E,F) son unique prolongement par
continuité. Alors v € # (E,F) etimx C Fy .

Démonstration. Soit (v,) une suite bornée dans E. Il existe des v € Ey tels que v, — v — 0.

Alors (x(vy)) admet une sous-suite ((v) )) convergente : mais alors (x(vg,)) converge. Donc = est
compact. Si v € E, v est limite d'une suite de v2 € Fy; comme x est compact, on peut supposer que

(x(v2)) converge vers un élément w € Fy : donc z(v) = w. O

2.5 Espaces vectoriels de dimension finie

Soit E un espace vectoriel sur un corps commutatif IK. Alors le dual algébrique de E est Z(E,K)
et on peut définir les notions d’orthogonal et d’opérateur transposé comme dans les sections 2.4.2 et
2.4.4.

Supposons maintenant que F est de dimension finie. Alors les propositions 2.4.2, 2.4.5, 2.4.6 et 2.4.7
restent vraies en notant E’ le dual algébrique de E et en omettant ce qui réfere a la norme comme
les adhérences et le mot “isométrique”. Le théoreme de la base incomplete permet d’éviter 1'usage du
théoréeme de Hahn-Banach dans la démonstration de la proposition 2.4.2 : si S est un sous-espace
vectoriel de E, alors on montre que dim S+ = dim £ — dim S'; donc dim (S*), = dim S et comme
ScC(St), ,ona(St), =5.

Si E est de dimension n, soit (v;)1<;j<n une base de E de base duale (I;)1<ign :

li(vj) = d;; = 1 S% Z :], pour tous (i,7) € [1,n]>.
0 sii#j
Alors
L(E) — My

x> (li o x(vj))

est un isomorphisme d’algebres uniferes. En effet, c¢’est une bijection et

1<i,j<n

li o Id(’l}j) = li(’Uj) = 51']‘,

lioxoy(vy) =liox(y(vy)) =liox (Z Iy o y(vj)vk> = Zli o z(vg) U o y(vy).

k=1 k=1
Exemple 2.5.1. Considérons l'espace vectoriel IK,,_1[t] des polynémes de degré au plus n— 1 et soit

lii ]anl[t] — K
p~p(0)

pour tout i € [0,n —1]. Si p = ag + a1t + - - - + an_1t" 1, alors p((0) = ila; et donc
n—1 tZ
— @(0)—
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tJ
Donc {l;}1<i<n est la base duale de la base des polyndmes v; = — - Considérons I'opérateur = de
dérivation. Alors z(vg) = z(1) = 0 et z(v;) = vj_1. Donc l; o z(v;) = §;,;_1 et la matrice associée & x
est

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 O 1
0 0 O 0

Si K est le corps des réels ou des complexes et E un IK-espace vectoriel normé de dimension finie,
alors toutes les normes sur F sont équivalentes et Z(E, F) = Z(E, F). En particulier, E’ est le dual
algébrique de E et E’ a la méme dimension que E.

2.6 Algebre des opérateurs bornés sur un espace de Hilbert
Soit K le corps des réels ou des complexes et F un K-espace préhilbertien. Alors
ol = (0, 0)"/

définit une norme sur F. Si E muni de cette norme est complet, on dit que F est un espace de Hilbert.

2.6.1 Projection orthogonale et théoréme de représentation de Fischer-Riesz

Proposition 2.6.1 (théoréme de projection). Soit E un espace de Hilbert et S une partie convexe
fermée de E. Pour tout v € E, il existe un unique point w € S tel que ||w — v|| est minimal.

Démonstration. Soit d = ingHw —vl. Si v1,vy € 5, alors
we

2 2
+ —
o = ol o= of? =2 (|22 = o+ [ 252 )
2
S 92 4 v —ve
=
par l'identité du parallélogramme et parce que vt v € S. Donc

lor = vall* <2 (Jlor = o)|* = d®) +2 (Jloz = vl|* - %)

En particulier, si |jv; — v|]| = |lve2 — v|| = d, alors v1 = va; si (v,) est une suite dans S telle que
|lvn, — v]| = d, alors (vy,) est une suite de Cauchy. O

Proposition 2.6.2. Soit E un espace de Hilbert et S un sous-espace vectoriel fermé de E. Alors
il existe ps € B(E) tel que ps(v) = v pour tout v € S et ps(v) = 0 pour tout v € S*+ : pg
est la projection orthogonale sur S. On a p% = ps et py = ps. De plus Id —ps = pgi : on a
lv]|2 = |lps(V)||? + ||pge (v)||? et on écrit E =S @y S+. Si S # {0}, alors ||ps|| = 1.

Démonstration. On a SNS+ = 0. Soit v € E et soit v1 € S le point tel que ||v; —v|| = d est minimal.
Montrons que v2 = v1 — v € St. Soit w € S et € € K de module 1. Comme f: t + |Jvy + tew||? =
d2 42t Re(e (w, v2)) +2]|w|)” atteint son minimum en 0, f'(0) = 2 Re(e (w, v2)) = 0. Donc (w, v3) = 0.
On a ainsi v = v1 + v3 et |[v]|> = |Jur||® + ||lv2]|®. Les applications pg: v — v; et pgi: v — vy sont
donc des opérateurs bornés de norme au plus 1. O

En particulier, la factorisation canonique de pg: définit un isomorphisme isométrique entre E/S et
SL qui permet d’identifier ces deux espaces.
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Corollaire 2.6.3. Soit E un espace de Hilbert et S un sous-espace vectoriel fermé de E. S+ est un

sous-espace vectoriel fermé de E et (SL)L = vect S.

Proposition 2.6.4. Soient E, F deuzx espaces de Hilbert et x € B(E, F).
— x est inversible a gauche si et seulement si x est injectif d’image fermée.
— x est inversible a droite si et seulement si x est surjectif.

Démonstration. Dans le premier cas, la factorisation canonique de x définit un opérateur borné
inversible #: E — imx et v +— &1 (pim+(v)) est un inverse a gauche de z. Dans le deuxiéme cas, la
factorisation canonique de z définit un opérateur borné inversible 7 : (kerz)* — F et v > 77! (v) est
un inverse a droite de x. O

Proposition 2.6.5 (théoréeme de représentation de Fischer-Riesz). Soit E un espace de Hilbert.
L’application
5. E— FE
w > (-, w)
est une bijection semilinéaire isométrique : toute forme linéaire continue | sur E est de la forme
Il =®g(v) pour un unique v € E et

<I>E(w1 + ’wg) = <I>E(w1) + (I)E(’LUQ), <I>E()\w) = 5\<I>E(w),
[@p(w)[| = sup [{v, w)| = [lw]|.

veBE

Démonstration. La derniere égalité résulte de 'inégalité de Cauchy-Schwarz et montre que ®g est
isométrique et donc injective. Montrons que ®g est surjective. Soit [ € E’. Sil = 0, l = ®g(0).
Sinon, le noyau S de [ est un sous-espace vectoriel fermé propre de E et donc S+ # {0} : soit
w € Bgi. Soit v € E et soient v1 € S et A € K tels que v = v; + Aw. Alors (v,w) = X et

I(v) = XN(w) = <v,@w>. O

Cette application permet donc d’identifier £’ avec E. En particulier,
{leB 1) =0} =dp({we E: (v,w) =0})

et donc 'orthogonal d’une partie de E au sens du paragraphe 2.4.2 correspond & son orthogonal au
sens du paragraphe 2.3.2 dans cette identification.

2.6.2 Adjoint d’un opérateur sur un espace de Hilbert

Soit F' un deuxiéme espace de Hilbert et € B(E, F). Pour chaque w € E, 'application v — (x(v), w)
est une forme linéaire continue sur F : il existe donc un unique élément noté z*(w) € E tel que
(x(v),w) = (v,2*(w)). Lapplication w — x*(w) est K-linéaire et continue : si ||w| < 1, alors

sup [[z"(w)|| = sup sup [(v, 2" (w))|
weEBR weBF vEBE
— sup sup |(z(v), w)|
vEBE weBFR
= sup [lz(v)]| = [|l=]|.
vEBE

x* est Padjoint de z et donc #(E, F) C Zk(E, F). En fait, on a Pgoa* =z’ o Pp.
Comme (z(v), z(v)) = (" 0 2(v),v) et [|lz" oz < [[a*|| =], on a [|z]|* = || o z]. Cette propriété est
trés profonde. En particulier, si « est unitaire, alors ||z| = 1.

On a imz* = (kerz)*.
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2.6.3 Systéme orthonormé et base hilbertienne

Si E est un espace vectoriel normé quelconque et S est un ensemble quelconque, on dit que la série
Z vs a valeurs dans E converge vers v € F si pour tout € > 0 il existe S; C S fini tel que pour tout

sES
S5 D S fini on a

<E.

vfivs

s€Ss

Soit E un espace préhilbertien. Une partie S C Sg est un systéeme orthonormé si ses éléments sont
orthogonaux deux a deux. Soit v € E. Alors

D v, w)P < ol
weS
C’est 'inégalité de Bessel. Si E est un espace de Hilbert, la série

Z (v, w) w

weS

converge vers p————=(v). Un systéme orthonormé S est une base hilbertienne si vect S = E. Le théo-
réeme de la base hilbertienne énonce que tout systeme orthonormé peut étre complété en une base
hilbertienne. Si S est une base hilbertienne, alors

<U1702> = Z <’U1,w> <’LU,U2>,

weS

lol|> =D (v, w) .

weS

C’est 1'égalité de Parseval.

2.6.4 Algébre des opérateurs bornés sur un espace de Hilbert

Voici deux exemples d’espaces de Hilbert.
— L’espace £2(I) des suites de carré sommable muni du produit scalaire défini par

<’U, w> = Z vzm
el

La base canonique de ¢(]) est la base hilbertienne des e;, i € I, définis par (e;); = d;;.
— Si (T,u) est un espace mesuré, lespace L?(u) des classes d’équivalence de fonctions de carré

Lebesgue-intégrable pour 1’égalité presque partout, muni du produit scalaire défini par

(v, w) = /T o(t)w (D) dt.

L’exemple précédent est le cas particulier de la mesure de comptage. Considérons T =T ={A € C:
|A| = 1}, le cercle unité du plan complexe. L’application ¢ — (27) ! argt est un homéomorphisme de
T sur R/Z dont I'inverse est ¥ — 2™ : on peut donc identifier fonctions mesurables 1-périodiques
et fonctions mesurables sur T. Munissons T de la mesure p définie par

w(A) = m[ﬂ €0,1[: e?™ ¢ A},

ot m est la mesure de Lebesgue sur R. u est la mesure de Haar normalisée du groupe (T, -) : cela
veut dire que u est invariante par translation et u(T) = 1. En effet, pour tout ¢t = e?"7 € T,

p(tA) m[ﬂ €[0,1[: e ¢ tA:|
m[ﬂ €[0,1]: e!27(=mH) ¢ A}
m

[19 elr,r+1[: e ¢ A} = u(A).
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Si f est une fonction intégrable sur T, alors

Af(t)dt:/)lf(eiw) 9.

Si s =e'?™ €T, on a donc

/Tf(st)dt[)lf(ei%(”ﬁ)) d19/:+1f<ei2’”9) dﬁzAf(t)dt
Af(tl)dtff(eiw) dﬂA_lf(eiQ’”g) d(fﬂ):Af(t)dt

Alors les classes e, n € Z, des fonctions définies par ¢ +— t" forment une base hilbertienne de
L2(p) et les coefficients (v, e,,) de v sont les coefficients de Fourier de v.

Exemple d’algébre 10. Soit E un espace de Hilbert. L’algébre Z(FE) est une algébre unifére
involutive.

Proposition 2.6.6. Soit E un espace de Hilbert et x un opérateur borné normal sur E.

(i) Six est dimage fermée, alors E est la somme directe orthogonale de ker x et de im . De plus,
la restriction de x d imx est un isomorphisme d’espaces de Banach. En fait, imz* o 2*! = im

pour tout couple (k,1) # (0,0).

(ii) x est inversible si et seulement si x est inversible a gauche, si et seulement si x est inversible
d droite, si et seulement s’il existe ¢ tel que ||x(v)| = c||v|| pour tout v € E.

Démonstration. (i). Onaimz = (kerz*)* = (kerz)*. Donc z|;,, , est injectif. Siv € E, v = v;+z(vz)
avec z(v1) =0 et vo € E : alors 2(v) = x o z(v3) et donc xl;, , est surjectif. Par la proposition 2.4.1,
@i » €8t un élément inversible de l'espace de Hilbert #(im ). De plus, 2*(v) = a*ox(vs) = zox*(v2)
(77). Si x est inversible & gauche, alors x est injective et d’image fermée et donc x est surjective. Si
est inversible a droite, alors = est surjective et donc injective. O
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Troisieme chapitre

Calcul fonctionnel rationnel

3.1 Calcul fonctionnel polynomial

3.1.1 Polynéme en un élément d’une algébre

Soit A une algebre et soit x € A. Si k € IN*, I’associativité de la multiplication permet de définir sans
ambiguité I’élément
k fois

On peut alors former
= k _ 2 k
Zak:p =a1x + agx” + - +apz” +... (3.1)
k=1

pour toute suite de coefficients (ag)ren+ & valeurs dans K dont le support {k : ar # 0} est un
ensemble fini : si n est le maximum de cet ensemble, alors - arpz® se réduit & une somme d’au
plus n termes non nuls. Si (b;);en+ est aussi une suite de coefficients & valeurs dans K de support fini,
alors la bilinéarité de la multiplication donne

(i akxk> (i blxl) = i iakbl:rk:rl
k=1 =1

k=11=1

== a1b1z2 + (a1b2 + a2b1)$3 + (a1b3 + a2b2 + a3b1)$4 =+ ...

puisque toutes les sommes infinies comportent en fait un nombre fini de termes. Si A admet une unité

u, on pose 20 = et on peut former

o
Zakzk:a0u+a1x+~~~+akxk+... (3.2)
k=0

(ga’“xk) (g b“”l) = i( > akbl)l’” (3.3)

n=0 k+l=n
= agbou + (a0b1 + a1b0)$ + (aobg + ai1by + a2b0)$2 +...
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3.1.2 Algebre de semi-groupe

Ces calculs motivent I'introduction de I’algebre suivante.

Exemple d’algébre 11. Considérons l'espace vectoriel IK[IN] des suites a = (ax)ren & valeurs dans
K dont le support est fini et munissons-le de la multiplication définie par

(a * b)n = Z akbl = Zakbn,k :
k=0

k+l=n

axb est la convolée de a et b. Muni de la convolution, cet espace est une algebre commutative. L’unité
de cette algebre est la suite u dont le seul terme non nul est le terme d’indice 0, qui vaut 1 : en effet,
Y h—o UkGn—k = Gy pour chaque n € IN.

L’exemple 11 est algébre de semi-groupe du semi-groupe commutatif (IN, 4). Si 7' est un semi-groupe
quelconque, on peut encore construire l’algébre de semi-groupe K[7T] de la méme maniére.

3.1.3 Algébre des polynoémes

Exemple d’algébre 12 (suite de 'exemple d’algebre 11). Soit ¢ la suite dont le seul terme non nul
est le terme d’indice 1, qui vaut 1. Alors, pour tout k € IN, t* est la suite dont le seul terme non
nul est le terme d’indice k, qui vaut 1 : (t*)ren est la base canonique de K[IN] et on a pour tout

xr = (-Tk)ke]N S ]K[IN]
xr = Z:cktk
k=0

(la somme est en fait finie.) Muni de cette base, cette algébre est I'algébre K[t] des polynomes par
rapport & lindéterminée t avec la multiplication habituelle. L'unité t° de cette algébre est notée 1 et
I’élément at° est noté ag. On a donc pour p = ag+ait+ast®+- - -+a,t™ et g = bg+byt4+bot?+- - -+b,, t™

pq = (aobo) + (a0b1 + albo)t + (a0b2 +aib; + agbo)tQ + -4 anbmt”"’m.

3.1.4 Calcul fonctionnel polynomial

Les équations (3.1) et (3.2) ménent & la définition suivante.
Définition 3.1.1. Supposons que A admet une unité u. Soit x € A. Pour tout
p=ao+at+---+a,t" € K[t],

on pose
p(x) = apu + a1x + - - - + az™ € A.

L’application p — p(z) est appelée le calcul fonctionnel polynomial de x (Padjectif perd l'accent
circonflexe du nom commun.) On note K[z] I'image de ce morphisme.

— Prenons A = K : alors l'application qui & « € K associe p(z) € K est la fonction polynomiale
associée a p. On dit que x est un zéro de p si p(z) = 0.

— Prenons A = K[t] et « € K[t] : alors le polynéme p(z) est noté p o x : c’est le polyndme composé
de p et de x.

Définition 3.1.2. Soit A une algébre munie d’une unité u et S C A. L’algébre unifére engendrée par
S est la plus petite sous-algébre de A contenant u et S.

Proposition 3.1.1. Soit A une algébre unifére et x € A. Le calcul fonctionnel polynomial de x est
lunique morphisme d’algébres uniféres de K[t] dans A qui transforme le polynome t en x. K[z] est
lalgebre unifére engendrée par x.
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Démonstration. Le calcul (3.3) montre que le calcul fonctionnel polynomial de = est un morphisme
d’algebres uniféres. Réciproquement, si ¢: K[t] — A est un morphisme tel que (1) = u et (t) = x,
alors ¢(t*) = z* pour tout k € IN par multiplicativité. On a alors par linéarité

olag + art + -+ ant"™) = agu + a1z + - - - + ana™. O

Le noyau du calcul fonctionnel polynomial de x est l’idéal annulateur de z. En général, il est réduit a
{0}. S’il ne lest pas, il est de la forme pIK[t] avec p € K[t]\ {0} puisque K[¢] est un anneau principal :
p est le polynome minimal de x.

Si A est de dimension finie, alors tout « admet un polynéme minimal. Le théoréme de Cayley-Hamilton
montre que le polynéme minimal d’une matrice x ou d’un opérateur sur un espace de dimension finie
divise le polynoéme défini par la fonction polynomiale A — dét(AId —z).

Proposition 3.1.2. Soit ¢p: A — B un morphisme d’algébres uniféres. Pour tout x € A et tout
p € K[t] on a o(p(x)) = p(e())-

Démonstration. p(agua+a1x+ -+ apx™) = agp(ua) +a19(x) + - -+ anp(x™) = agup + arp(x) +
oot appe(x)™. O

En particulier, si ¢ est le morphisme (1.1), on obtient que p(Au) = p(A)u pour tout A € K.

3.2 Algebre quotient

Définition 3.2.1. Soit I un idéal d’une K-algebre A. Si z—xz1,y—y1 € I, alors x(y—y1), (x—x1)y1 € 1

et donc xy—ax1y1 € I. L’application (x+1,y+1) — (zy+1) est donc bien définie et munit le K-espace

vectoriel A/I d’une multiplication : on obtient l’algébre quotient de A par I.

— Si A admet une unité u, alors u + I est I'unité de A/I.

— Supposons que A est une algebre involutive et que I est autoadjoint. Si x—x1 € I, alors x* —z7 € I.
L’application & + I — x* + I est donc bien définie et munit A/I d’une involution.

L’application quotient canonique
w: A— A/l
c—=x+1

est un morphisme d’algebres surjectif de noyau I. Si A est unifére ou involutive, 7 est un morphisme
d’algebres uniferes ou involutives. Soit ¢: A — B un morphisme d’algebres de noyau I et considérons
sa factorisation canonique

A/l -, im
A —£ B
Alors ¢ est un morphisme d’algebres bijectif.

3.3 Calcul fonctionnel rationnel

3.3.1 Algebre des fractions rationnelles

L’exemple suivant va nous permettre de définir le calcul fonctionnel rationnel.

Exemple d’algébre 13. Notons L couple (p,q) € K[t] x (K[¢] \ {0}). Les opérations définies par
q

)\1_9:& 11+12:p1q2+q1p2 P1p2 _ Pip2

¢ ¢ @ @ ae | G G

1
munissent K[t] x (K[¢] \ {0}) d’une structure de K-algébre dont I'unité est T Notons
0
1= a:qE]K[t]\{O} :

22



I est un idéal et on a 22 — P2 € I si et seulement si p1gs = p2q1. On peut donc former 'algebre

q1 q2
quotient

K(t) = (K[t] x (K[] \ {0})) /1.

Cette algebre est 'algébre des fractions rationnelles par rapport a lUindéterminée t. Si p = p1d et

q = q1d, alors p_pn € I : toute fraction rationnelle r admet donc un représentant b tel que p et

qa q1
q sont premiers entre eux et ce représentant est unique si on suppose de plus que ¢ est un polynoéme

unitaire; les zéros de r sont alors les zéros de p et les péles de r sont les zéros de ¢. L’application qui
a p € KJt] associe la classe de P dans KK(t) est un morphisme d’algébres uniféres injectif par lequel

on identifie K[t] & une sous-algebre de K(¢).

3.3.2 Calcul fonctionnel rationnel

Si p1g2 = P21 et q1(x) et g2(z) sont inversibles, alors
pi(@)qr ()" = pa(@)gz(2) 7"
On peut donc poser la définition suivante sans ambiguité.

Définition 3.3.1. Supposons que A est unifére. Soit € A et r € K(¢). Si r admet un représentant

b tel que ¢(z) est inversible, on dit que r(z) est bien défini et on pose
q

L’application r — r(z) est appelée le calcul fonctionnel rationnel de x. On note K(x) Pimage de ce
morphisme.

— Prenons A = KK : alors r(z) est bien défini si et seulement si 2 n’est pas un pole de r et Papplication
K\ {poles de r} - K
x> r(x)

est la fonction rationnelle associée a r.
— Prenons z € K(t) : alors la fraction rationnelle r(x) est notée r o z : c’est la fraction rationnelle

composée de r et de x. Calculons r o x si r est le polynéme ag + a1t + -+ + a,t" et P est un

représentant de x : alors

1 n n n—1 n
Tox:aoi+a1§+...+an<§) +I:a0q +alpq qn+ +0an

+1

et r ox est bien défini sauf si z est une constante égale a un pdle de r.

Définition 3.3.2. Soit A une algébre munie d’une unité u et S C A. L’algébre pleine engendrée par
S est la plus petite sous-algebre B de A contenant u et S telle que tout élément de B inversible dans
A soit inversible dans B.

Proposition 3.3.1. Supposons que A est unifére. Soit x € A.

(1) Le calcul fonctionnel rationnel de x est l'unique morphisme d’algébres uniféres de l'algébre des
fractions rationnelles bien définies en x dans A qui transforme t en x.

(i) Sis(x) et r(s(x)) sont bien définis, alors (r o s)(x) est bien défini et (r o s)(x) = r(s(z)).

(151) Sip: A — B est un morphisme d’algébres uniféres et r(x) est bien défini, alors r(p(x)) est
bien défini et r(o(x)) = o(r(x)).

(i) K(z) est lalgébre pleine engendrée par x.
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Démonstration. (i). Montrons que le calcul fonctionnel rationnel de 2 est un morphisme d’algébres

uniferes. Si ri(x) et ro(x) sont bien définis, soient DLt 22 des représentants tels que ¢1(z) et g2(x)

q1 a2
sont inversibles. Alors (¢q1¢2)(z) est inversible et on a successivement

r1(z)q1(r) = p1()
r2(2)q2(x) = p2(x)
(r1(@) +r2(2)) @1 (2)@2(x) = p1(2)a2 (%) + po()qa ()

)
ri(@) + ra(@) = (pra + p20) (@) (@ @) (@) = (1 4+ r2) (@)

ri(x)ra(z)qi (2)ga(x) = p1(z)pa(z)

ri(@)ra(z) = (mp2) (@) ((m1g) (@) = (rira)(x)

en utilisant le calcul fonctionnel polynomial. Réciproquement, si ¢ est un morphisme d’algebres
uniferes tel que p(t) = z, alors ¢(p) = p(x) pour tout p € K[t]. Si r admet un représentant P avec
q

q(z) inversible, alors

p(x) = ¢(p) = ¢(rq) = o(r)e(q) = ¢(r)q(z)
et donc p(r) = p(x)q(z) L.
(i1). Si s(z) est bien défini et r € K[t], alors la formule (3.3.2) montre que (7 o s)(z) est bien défini.
L’application r — (r o s)(z) est un morphisme d’algébres uniféres qui transforme ¢ en s(x) puisque
c’est la composée du calcul fonctionnel polynomial de s avec le calcul fonctionnel rationnel de x. Par
unicité, c’est le calcul fonctionnel polynomial de s(x) et donc (r o s)(z) = r(s(x)) pour tout r € KJ¢].

Soit £ un représentant de r tel que ¢(s(z)) est inversible. Alors

-1

r(s(2)) = p(s(x))q(s(x)) ™" = (pos)(@)((gos)(x)) = (ros)(@).

(#44). Soit 2 représentant de r tel que g(z) est inversible. Alors ¢(¢(z)) = ¢(g(x)) est inversible et
q

ple(x))q(e(x) ™" = p(p(x))e(q(z) ") = o(r(z)). O

(iv). Montrons que tout élément de K(z) inversible dans A est inversible dans K(z) : si p(z)q(z) "
est inversible dans A, alors p(z) est inversible dans A et Iinverse ¢(z)p(z) ™" de p(z)q(x) " appartient
a IK(z). Si on note B l'algebre pleine engendrée par x, on a donc B C K(x). Réciproquement, soient
p.q € K[t]. On a p(z),q(z) € B, et si q(x) est inversible dans A, ¢(z) "' € B et donc p(z)q(z)”" € B.
Donc K(z) C B.
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Quatriéeme chapitre

Algebres de fonctions

4.1 Algebre des fonctions continues sur un espace localement compact,
nulles a Pinfini

Un espace topologique T dont tout point admet un voisinage compact est dit localement compact. Le

compactifié d’Alexandroff T de T est la réunion de T avec un point noté co, munie de la topologie

suivante : un fermé de T est soit un compact de 7" soit la réunion de oo avec un fermé de 7T'.

— Les voisinages ouverts de oo sont donc les complémentaires des compacts de T'.

— Si T est compact, {00} est ouvert dans 7' : oo est un point isolé de T'.

— Si T est compact et t € T, un fermé de T est soit un compact de T'\ {t} soit la réunion de ¢ avec
un fermé de T'\ {¢t} : T est homéomorphe au compactifié d’Alexandroff de T'\ {t} avec ¢ le point
00.

Exemple d’algebre 14. Soit K le corps des réels ou des complexes et T" un espace localement
compact. On dit qu’une fonction z: T — K est nulle a ’infini si sa limite en oo vaut 0 : pour tout
e>0,{teT:|x(t)] = e} est compact. Si T est compact, toute fonction z est donc nulle & 'infini.
Une fonction continue sur T" & valeurs dans K nulle a l'infini est bornée et espace vectoriel %(T)
de ces fonctions est normé en posant ||z| = IgleaTx|z(t)| ; de plus, 6o(T") est complet. C’est une algebre

commutative munie de la multiplication des fonctions définie par
(zy)(t) = z(t)y(t) pour toutt € T. (4.1)

En effet, sie > 0, alors {t € T : |x(t)y(t)| = e} C {t € T : |z(t)]||ly|| = e} Si T est compact, on note
aussi € (T) cet espace. Si T est discret, on le note aussi ¢o(T). Cette algébre est involutive munie de
I’involution définie par

x*(t) = x(t) pour tout t € T. (4.2)

x est hermitien si et seulement si z est a valeurs réelles, et = est positif si et seulement si z est a
valeurs positives. L’application qui & x € %(7T') associe son prolongement par continuité & € € (7))
défini par

4.3
0 sit=o00 (43)

#0) = {x(t) siteT

est un morphisme d’algébres involutives injectif qui permet d’identifier 6, (7") avec I'idéal des éléments
de %(T) nuls en co. On démontre en topologie que si K C T est compact, alors il existe 2 € 6p(T)
telle que z(t) = 1 pour tout ¢ € K (c’est une conséquence du théoréme de Tietze-Urysohn.) Si u est
P'unité de 6o(T), alors u(t) = 1 pour tout t € T. En effet, il existe x € 6o(T) telle que z(t) = 1, et
si ux = z, alors u(t)1 = 1. Notons 1 la fonction constamment égale a 1 : elle est nulle & Uinfini si
et seulement si T' est compact. Donc 6,(T") est unifére si et seulement si T’ est compact. Si K = R,
x est unitaire si et seulement si x vaut 1 ou —1 sur chaque composante connexe de T. Si K = C, =
est unitaire si et seulement si x est & valeurs dans T = {A € C : |\| = 1}, le cercle unité du plan
complexe.
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Proposition 4.1.1. Soit T compact et x € €(T). L'élément x est inversible si et seulement si x ne
s’annule pas et alors x71(t) = z(t)~" pour tout t € T.

1
Démonstration. Sixy =1, x2(t) # 0 et y(t) = —= pour tout ¢ € T. Réciproquement, si x ne s’annule
x

(t)
1

pas, alors la fonction définie par y(t) = —— est continue. o

x(t)

Proposition 4.1.2. Soit T compact, x € €(T) et r € K(t). r(z) est bien défini si et seulement si r
n’a pas de pole dans x(T') et r(x) est la composée ro x: t — r(x(t)) de x avec la fonction rationnelle
associée a r.

Démonstration. Pour chaque t € T, 'application z +— x(t) est un morphisme d’algébres uniféres.
Donc (r(x))(t) = r(x(t)). O

En fait, r(x) est bien défini si et seulement si la fonction rationnelle associée & r est bien définie sur
z(T). Cela montre qu’on peut étendre le calcul fonctionnel rationnel aux fonctions continues sur le
compact x(T).

4.2 Algebre des classes de fonctions mesurables bornées

4.2.1 Algébre des fonctions mesurables bornées

Exemple d’algébre 15. Soit K le corps des réels ou des complexes et (7, ) un espace mesuré.

L’ensemble des fonctions mesurables bornées sur T est un espace vectoriel noté .£2*°(u) et normé en

posant ||z|| = sup|z(t)|; de plus, £°°(u) est complet, et méme fermé dans K7 muni de la topologie
teT

produit, appelée topologie de la convergence simple. C’est une algeébre commutative involutive muni
de la multiplication des fonctions définie comme en (4.1) et de l'involution définie comme en (4.2).
L’unité de £°°(u) est 1. Si p est la mesure de comptage, on note aussi £°>°(T") cet espace; u est une
mesure borélienne si on munit 7" de la topologie discrete. Si T est un espace localement compact et
 est une mesure borélienne, alors % (7) est un sous-espace vectoriel fermé de .£*°(u) qui est dense
pour la topologie de la convergence simple.

Proposition 4.2.1. Soit x € £>°(u). = est inversible si et seulement s’il existe ¢ > 0 tel que
|z(t)| > € pour tout t € T.

1
Démonstration. Soit y mesurable bornée telle que zy = 1. Alors z(t) # 0 et y(t) = — pour tout

a(t)
-1
t € T. Donc |z(t)| > (sup|y(t)|) . O
teT
Proposition 4.2.2. Soit x € £ (u) et r € K(t). r(x) est bien défini si et seulement si r n’a pas de

pole dans x(T) et r(x) est la composée rox: t — r(x(t)) de x avec la fonction rationnelle associée d
r.

Démonstration. Soit ¢ € KJt]. Alors q(x) est la composée qo z: t — ¢(z(t)) de x avec la fonction
polynomiale associée & ¢. Si A € x(T), alors g(A\) € q(z(T)). Donc g(z) est inversible si et seulement
si ¢ n’a pas de zéro dans z(T). O

En fait, r(x) est bien défini si et seulement si la fonction rationnelle associée a r est bien définie
et bornée sur x(T). Cela montre qu’on peut étendre le calcul fonctionnel rationnel aux fonctions
mesurables bornées sur x(7T).
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4.2.2 Algebre des classes de fonctions mesurables bornées

Exemple d’algebre 16 (suite de 'exemple d’algebre 15). Soit I 'ensemble des fonctions mesurables
bornées x nulles presque partout, ¢’est-a-dire que p[z # 0] = 0. Alors I est un espace vectoriel fermé
parce qu'une réunion dénombrable d’ensembles de mesure nulle est de mesure nulle. I est en fait
un idéal autoadjoint : on peut donc former 1'algébre quotient £>°(u)/I des classes d’équivalence de
fonctions mesurables bornées pour I’égalité presque partout. Cette algébre, notée L°(u), est commu-
tative et involutive et son unité, encore notée 1, est la classe de 1. Lorsqu’on considere un élément
de L>°(u), on choisit en général tacitement une fonction qui en est un représentant, & moins que cela
préte a confusion. Si aucun ouvert de 71" n’est de mesure nulle, alors toute fonction continue nulle
presque partout est nulle : donc application qui & x € %o(T") associe sa classe dans L>°(u) est un
morphisme d’algébres uniféres involutives injectif qui permet d’identifier €5(7") & une sous-algebre de
L ().

Proposition 4.2.3. Soit x € L>°(p). x est inversible si et seulement s’il existe € > 0 tel que p[lz| <
e] =0.

Démonstration. Si u[|z| < €] = 0,  admet un représentant & tel que |Z(t)| = € pour tout t € T, et
donc inversible. Réciproquement, si p[|x| < ] > 0, alors z n’a pas de représentant inversible. O

Définition 4.2.1. L’image essentielle de x € 1>°(u) est
imesst ={A e K:Ve >0 pl|A —z| <e] >0}
Proposition 4.2.4. Soit © € L>(u). L’image essentielle de x est compacte et p[r ¢ imessz] = 0.

Démonstration. Le complémentaire de im ess x est la réunion de toutes les boules ouvertes B de centre
A € K et de rayon € > 0 telles que u[z € B] = 0. Cette réunion se réduit & une réunion dénombrable
de boules ouvertes. O

Proposition 4.2.5. Soit © € L°(u) et & € £°°(n) un représentant de = tel que £(T) C imessx.
Soit v € K(t). r(x) est bien défini si et seulement si r n’a pas de péle dans imessz, et r(z) est la
classe de la composée r o Z: t — r(Z(t)) de & avec la fonction rationnelle associée d r.

Démonstration. Soit m: £ (u) — L () Vapplication quotient canonique. Si r n’a pas de pole dans
imessz, w(r(z)) = r(n(Z)) = r(x). Soit ¢ € K[t] et A un zéro de ¢. Soit y € £°°(u) un représentant
de x. Si A € imessz, alors Ve > 0 pllg(y)| < €] > 0 et donc ¢(y) n’est pas inversible. O

Soit € I°(u) et y € L°(u). Si &1 et &2 sont deux représentants de x, alors les fonctions mesurables
bornées y o T et y o o sont égales presque partout : on peut donc définir y o x sans ambiguité et
étendre le calcul fonctionnel polynomial aux fonctions mesurables bornées. Par contre, si y; est égale
a y presque partout, alors y o x n’est pas nécessairement égal a y; o x.

4.3 Algebres de groupe
Soit K le corps des complexes.

4.3.1 Algebre (\(7)

Exemple d’algébre 17. Soit ¢1(Z) I'espace des suites bi-infinies absolument convergentes. Si x,y €
(1(Z), alors

<fj |:ck|> < 3 |yn|> -7 <|xk| 3 |y_k+n|)

k=—oc0 n=—oo k=—o00 n=-—oo

S (i |zkyk+n|> -3 (Z lwl)

n=—oo0 \k=—o0 n=—oo \k+l=n
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car la somme de séries absolument convergentes ne dépend pas de I'ordre de sommation. Donc
THrY = ( E wk?ﬂ)
k+l=n nez

est un élément de £*(Z) : c’est la convolée de x et y. Muni de la convolution, ¢!(Z) est une algebre
commutative. Vérifions par exemple la distributivité de la convolution : si x,y, z € £}(Z), alors z * y,
T*z,y+ 2z et x*(y+ 2)sont dans £1(Z) et on a pour tout n € Z

ST owy+ Y, mea= Y, myitaea= Y, wk(y+ ).
k+l=n k+l=n k+l=n k+l=n

On a utilisé la formule de la somme de deux séries convergentes et la distributivité de la multiplication

de IK; on n’indique pas l'ordre de sommation des séries parce qu’elles sont absolument convergentes.

L’unité de £(Z) est la suite u dont tous les termes sont nuls sauf le terme d’indice 0, qui vaut 1. En
o0

effet, Z uryi—r = Yy pour chaque | € Z. L’application définie par x, = T, est une involution de
k=—oc0

(1(Z). Considérons I’application
Fg: 1NZ) — €(T)

oo
T (:i:tr—> z xnt">

n=—oo

Elle est bien définie car la série converge uniformément par rapport a t. Fz est la transformation de
Fourier du groupe discret (Z,+) et & est la somme de la série de Fourier z. On a

zxy(t) i (Z wkyl)t”

n=—oo k+l=n

i D (@t (it

n=—oo k+l=n

= > ath Dyt =21)i()

k=—o0 n=-—oo

puisque la somme de séries absolument convergentes ne dépend pas de ’ordre de sommation. De plus
u=1et

oo

oo o0
)= Y Toath= Y wmoath= Y att =3%()
n=—oo n=—oo n=—oo
Donc .z est un morphisme d’algébres uniferes involutives de £*(Z) dans € (T). L'image de Fz est
I’algebre involutive des fonctions continues sur T dont la série de Fourier converge normalement.

Comme elle contient les ¢ +— t™, elle est dense. Elle n’est pas fermée : on peut utiliser le théoréme de
0 inlogn
e

Banach-Steinhaus pour le voir ; on peut aussi montrer que la série de Fourier t" converge

n
n=1

uniformément.

L’exemple 17 est U'algébre de groupe du groupe commutatif discret (Z,+). Si T est un groupe discret
quelconque, on peut encore construire I'algébre de groupe ¢! (T) de la méme maniére.

4.3.2 Algeébre L(T)

Exemple d’algébre 18. Soit L!(T) I'espace de Banach des classes de fonctions intégrables sur T.
Si z,y € L}(T), alors

<A|x(t)|dt> <A|y(3)|d3> - A (Ix(t)|A|y(t—1s)|dS> a
()
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par le théoreme de Fubini. Donc
xxy(s) = / z(t)y(t™ts)dt
T

existe pour presque tout s et définit un élément de LI(T) : c’est la convolée de x et y. Muni de la
convolution, L}(T) est une algébre commutative. L’application définie par

x*(t) = x(t~1) presque partout
est une involution de L'(T). Considérons I'application

Fp: TNT) = co(Z)

3= </Tx(t)t7" dt)

Elle est bien définie par le lemme de Riemann-Lebesgue. %1 est la transformation de Fourier du
groupe compact (T, ) et & est la série de Fourier de z. On a

:E/*\y(n):A<Ax(t)y(fls)dt>sfnds
:A(A(;@(t)f”)(y(fls)(fls)*n dt)ds

nezZ

par le théoreme de Fubini et

ﬁ(n):Amt*"dt:Ax(t—l)tndt:Ax(t)t—ndtzi*(n):

donc Zr est un morphisme d’algebres involutives de I'(T) dans co(Z). Si x € £1(Z), alors

:%tt‘"dt:/ xpth |t dt = x /tk_”dt:xn.
fraora [ 3 at)irras 3 af

k=—oc0 n=-—oo

En identifiant les fonctions continues a leur classe dans I'(T), on a donc Fr o ZFz(z) = z. En
particulier, Fz est injective et 1 est d’image dense. Elle n’est pas fermée : on peut utiliser le
théoréme de Banach-Steinhaus pour le voir; on peut aussi montrer que (signe(n) /log(|n| + 2))n€Z
n’est pas la série de Fourier d’une fonction intégrable.

Z1 est injective : c’est le théoréme d’unicité de la série de Fourier. Cela résulte aussi du fait qu’on

peut identifier Z1 & Fz, qui est d’image dense. En fait, si z € I}(T) et | € £1(Z), alors

3 L) = Y b A 2" dt

:A <n_z_m Mn) z(t)dt = Al(t’l)z(t) dt. (4.4)

Si y € €(T), posons (s(y))(t) = §(t) = y(t~1). Soit m le morphisme injectif qui permet d’identifier
une fonction continue sur T avec sa classe dans L>°(T). Alors (4.4) montre que % = 7o s o .Zz.
Si L}(T) avait une unité u, alors @(n) = 1 pour tout n, ce qui est impossible.

L’exemple 18 est algébre de groupe du groupe commutatif compact (T, -). Si T' est un groupe loca-
lement compact quelconque, on peut encore munir 7" d’une mesure de Haar et construire 1’algebre de
groupe L}(T') de la méme maniere.
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Cinquiéme chapitre

Spectre

5.1 Spectre

5.1.1 Spectre dans une algébre unifere

Définition 5.1.1. Supposons que A admet une unité u et soit z € A. Un élément \ € K est valeur
spectrale de x si A\u— x n’est pas inversible. Le spectre de x est ’ensemble de ses valeurs spectrales. Ce
spectre sera noté spec x, ou spec 4 x s’il y a un risque de confusion. Son complémentaire est I’ensemble

1
résolvant de x et noté résx. Soit Ry la fraction rationnelle i\

. La résolvante de x est la fonction

R(z): rész — A
A= Ra(z) = Ow—z)

Si a € K, alors spec(au + x) = a + specz. Si b € K\ {0}, alors spec(bx) = bspecx ; c’est encore vrai
si b = 0 lorsque specx n'est pas vide. Si x est inversible, alors spec(z~!) = (specx)~!. On obtient
ainsi que

a +bA
c+dA

spec ((au + bz)(cu + dm)_l) = { A € spec x}

. a .
sauf si est constant et specx est vide.

+
+dt
— Si A=K, alors specx = {z} : en effet, A — x est inversible si et seulement si A — x # 0.

- SiA= .4, ouA=_2L(E)ave E de dimension n, spec x est '’ensemble des X tels que dét(AId —z) =

0 et a donc au plus n éléments, et au moins un élément si K est algébriquement clos.

Proposition 5.1.1. Soit ¢: A — B un morphisme d’algébres uniféres et x € A. Alors specg p(x) C
specy T.

Démonstration. Si Aua — x est inversible, alors p(Aug — ) = Aup — p(x) Pest aussi. O

Proposition 5.1.2. Si A est une algébre involutive unifére et x € A, speca* = {\: X € specx}.

— Si x est hermitien, spec z est stable par conjugaison.
— Si x est unitaire, spec z est stable par A — A~1.

5.1.2 Premiére moitié du théoréme spectral

Proposition 5.1.3. Soit A un algébre unifére. Soit x € A et r € K(t) tel que r(x) est bien défini.
Si X\ € specx, alors r(A\) € specr(z) : on a

r(specx) C specr(x).
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Démonstration. Sir est un polyndme et A € IK, alors il existe un polynéme s tel que r(A)—r = (A—t)s
et donc r(A)u —r(x) = (Au — z)s(z). Si r(A\)u — r(x) est inversible, alors Au — x est inversible :

(Au — z)s(x) (r()\)u - T(:L')) e s(x) (r()\)u - T(:L')) 71()\u —z)=u

Soit = une fraction rationnelle et £ un représentant de r avec ¢(z) inversible. Soit A € specz :

alors ¢(A) # 0 et r(A\)u — r(x) est inversible si et seulement si 7(\)g(z) — p(x) est inversible; or
0=7r(Ng(A) = p(A) € specr(Ag(z) — p(). O

5.1.3 Deuxiéme moitié du théoréme spectral

Proposition 5.1.4. Soit IK un corps algébriquement clos et A une algébre unifére. Soit x € A et
r € K(t). Sir(x) est bien défini, alors

specr(z) = r(spec x)

sauf dans le cas ot a la fois specx est vide et r est constant.

Démonstration. Soit b un représentant de r avec g(z) inversible. Soit € K. Si r n’est pas constante,

la décomposition de pg — p en facteurs premiers donne

R el allyen =N
q

q q
avec A = {A € K:r(\) = u} et ay la multiplicité du zéro A dans ug — p. Alors

pu— () = ag(z) ™" H (x — du)™ -

AEA

Donc pu — r(x) est inversible si et seulement si © — Au est inversible pour tout A € A : p € specr(z)
si et seulement s'il existe A € specx tel que r(A\) = p. Cette égalité reste vraie lorsque r est une
constante si spec z n’est pas vide. o

5.1.4 Calcul fonctionnel rationnel dans un corps algébriquement clos

Si K est algébriquement clos, alors on peut préciser quand r(x) est bien défini grace a l'algebre
suivante.

Exemple d’algébre 19. Soit T' C K et K(t), 'ensemble des fractions rationnelles sans pdle dans
T. C’est une sous-algebre unifere de K(¢).

Proposition 5.1.5. Supposons que KK est algébriquement clos et que A est unifére. Soit x € A.

(1) L’élément r(x) est bien défini si et seulement si r n’a pas de pole dans le spectre de x : x €

K(%)

(i) Le calcul fonctionnel rationnel de x est l'unique morphisme d’algébres uniféres de K(t)
dans A qui transforme t en x.

(iii) Sir e K(t), ... etseK()

specx”’

specx

spec T specr(z)? alors S(T(:L')) - (S o T)(:C)

Démonstration. (i). Soit P e représentant de r tel que p et ¢ sont deux polyndmes premiers entre

eux. Alors ¢ # 0 et donc ¢(x) est inversible si et seulement si 0 ¢ g(spec z). O
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5.2 Spectre d’un endomorphisme d’un espace vectoriel

Proposition 5.2.1. Soit E un espace vectoriel et x € L(E). Si A est valeur propre de x, alors A
est valeur spectrale de x. \ est valeur spectrale sans étre valeur propre si et seulement si AId —x est
injectif non surjectif.

Démonstration. Si A1d —x n’est pas injectif, alors AId —x n’est pas bijectif. O
Si F est de dimension finie, alors toute valeur spectrale est valeur propre.

Lemme 5.2.2 (lemme de décomposition des noyaux). Soient p1,p2 € K[t] et x € L(E). Si p1 et p2
sont premiers entre euz, alors ker(pip2)(x) = kerpy(z) @ ker pa(z).

Démonstration. 1l existe ¢q1, g2 € K[t] tels que gip1 + gap2 = 1. Alors (gip1)(x) + (gop2)(z) = Id.
Donc tout v € E s’écrit

v=((@p) @) ) + ((2202) (@) (v) = (@a(x) 0 p1(2)) (v) + (g2(2) 0 pa(2)) (V).

Si v € kerp; (x) Nkerpa(x), on en déduit que v = 0. Si v € ker(p1p2)(z), alors

(p2(x) o p1(2)) (v) = (p1(@) 0 pa(@)) (v) =0

et on en déduit que v s’écrit comme la somme d’un élément de ker po(x) avec un élément de ker p; ().
Réciproquement, ker p; (x) Uker po(x) C ker(p1p2)(z). O

Corollaire 5.2.3. Soit © € Z(E). Les sous-espaces propres de x sont en somme directe. Si x admet
un polynome minimal p, toute valeur spectrale de x est valeur propre et les racines de p forment le
spectre de x.

Démonstration. Si Ay,..., A\, € K, alors Ay —t,..., A, —t sont des polynémes premiers entre eux. Si
X est valeur spectrale, alors p(\) € specp(x) et donc p(A) = 0. Réciproquement, si p(\) = 0, alors
p = (A—1t)q et donc (A\Id —z) o g(z) = 0 et img(x) C ker \Id —z. Or g(z) # 0 parce que p est
minimal. O

Théoréme 5.2.4 (réduction de Jordan). Considérons les suites de sous-espaces de E définies par
Ny =kerz* et I, = ima*. Alors

(1) Ng C Nitr et Iyyr C I

1) S’il existe m minimal tel que N,, = N1, alors Nj = Ny, pour tout | > m. De plus x(N,,) C
Jr
N, et N, N L, = {0}.
(i5i) Sl existe n minimal tel que Inyq1 = I, alors I} = I, pour tout | = n. De plus x(I,) = I, et
N,+1,=FE.

(tv) Supposons que de tels m et n existent. Alors m = n et donc E = Ny, ® I,,. De plus,
— la restriction de x a I,, est inversible;
- soity = x|y, la restriction de x a Ny, : alors kery = ker z et cokery est isomorphe a coker z.
En particulier, si N, est de dimension finie, alors cokerx est de dimension finie et on a le
théoreme du rang :
dim coker x = dim ker z.

Démonstration. (i). Comme
*(v) =0 = 2F(v) =0,

on a Ny C Ni41. Comme

ona Iy C I.
(i4). On a
VE N1 & 2" () =0 & 2Fz@) =0 & z(v) € Ny
et done, si N = Nj41, alors Nit1 = Ngyo et 2(Ng) C Ni. Si v est tel que 2™ (v) = 0 et qu’il existe
w € E avec v = 2™ (w), alors 2™ (w) = 0 et donc 2™ (w) =0 et v = 0.
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(#4i). On a
veEl & FweEv=2"""(w) =z (w) o vex)
et donc, si Iy = Iy1, alors Iy41 = Iy et x(ly) = I. Soit v € E. Comme s, = I,, il existe w € E
tel que 2" (v) = 2*"(w). Donc v — 2" (w) € Ny, et v = (v — 2™ (w)) + 2™ (w).
(iv). Supposons m < n : alors N, = N, ; montrons que I,,, C I, et donc m > n. Si v € I, soient
v1 € N, et vo € I, tels que v = v1 + vy : comme I, C I, v1 € Ny, N I, et donc v1 =0et v=1s.
Supposons m > n : alors I, = I, ; montrons que N,,, C N,, et donc m < n. Siv € N,,, soient v; € Ny,
et vo € I, tels que v = v1 + vo : comme N, C Ny, v2 € N, N 1, et donc vo =0 et v = vy.
On a déja montré que x(I,,) = I, et donc la restriction de x & I;, est un opérateur bien défini et
surjectif. Montrons que cet opérateur est injectif. Soit v € I, tel que xz(v) = 0 et soit w tel que
v =2™(w). Alors ™ (w) = 0 et comme Ny, 11 = Ny, 2™ (w) = 0 et donc v = 0.
On a kery = N,, Nkerz = N, N N1 = N,,. Comme imy C im z, Uopérateur
®: N,,/imy = E/ima
v+imy—v+imz
est bien défini. Montrons que ® est injectif. Soit v € N, tel que ®(v + imy) = 0 + imz. Alors
v € imx; soit w € E tel que v = z(w) et soient wy € Ny, et we € I, tels que w = wy + ws.
Alors v = y(wr) + z(ws) et donc z(wz) € Ny, N Iy,. Done z(wz) = 0 et v € imy. Montrons que ®
est surjectif. Soit v € E; il existe vy € Ny, et vo € Iy, tels que v = vy + vo. Alors ve € z(1l,;,) et
v4+imz =v; +imz = ®(v; +imy).
Si N,, est de dimension finie, alors dim N,,, = dim ker y + dim im y. O

5.3 Spectre d’un opérateur normal sur un espace A-hermitien

Proposition 5.3.1. Soit E un espace vectoriel muni d’un produit intérieur anisotrope et x € L4 (E)
normal.

(i) Siwv est vecteur propre de x associé d la valeur propre X, alors v est vecteur propre de x* associé
a la valeur propre X : Uespace propre de x pour )\ égale lespace propre de x* pour X ; de plus,
l’espace propre de x pour \ égale espace spectral de x pour \ : ker (A\1d —z)" = ker)\Id —x
pour tout n > 1.

(i) Deux espaces propres de x associés a des valeurs propres distinctes sont orthogonauz.
(i4i) Six est hermitien, alors toute valeur propre de x est réelle.
Démonstration. (i) se déduit de la proposition 2.3.1 parce que AId —z est normal si x est normal et
donc ker AId —x = ker AId —z*.
(77). Siv € ker \Id —z et w € ker pId —z, alors
A, w) = (z(v),w) = (v, 2" (w)) = (v, iw) = p (v, w)

et donc (A — p) {(v,w) = 0. ~
(()Z’LZ) Si v € ker AId —z, alors A (v,v) = (x(v),v) = (v,2(v)) = (v, Av) = A(v,v) : donc (v,v) Im/\E

5.4 Adjonction d’une unité

Définition 5.4.1. Soit A une K-algebre. Sur 'ensemble A' = K x A, définissons les lois de compo-
sition suivantes :

) = (A, Ax)
(A z) + ( )= A+ e +y)
N 2)(,y) = (A, Ay + p + xy).
1

Alors Al est une K-algebre unifere et ul = (
de I'involution définie par

,0) est I'unité de A'. Si A est involutive, on munit A!

(A, z)* = (N, z%).
On dit que A' est I'algeébre déduite de A par adjonction d’une unité.
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L’ensemble {0} x A est un idéal de A! : c’est I'image de 'application
1 A— Al
z (0, z),
qui est un morphisme d’algébres injectif au moyen duquel on identifie A et {0} x A. Notons
5 Ao K (5.1)
(Nz) = A

c’est un morphisme d’algebres uniféeres. On peut résumer I’adjonction d’une unité par la suite exacte
scindée s
045 A 3K 0.

L’élément (A, x) est noté A + x.

Définition 5.4.2. Si A et B sont des algebres, le produit A x B est une algébre muni de la multipli-
cation

(a,b)(a’,b") = (ad’,bb").

Si A admet une unité u4 et B admet une unité up, alors (ua,up) est 'unité de A x B. Si A et B
sont involutives, alors (z*, y*) est I'adjoint de I’élément (z,y).

Lemme 5.4.1. Si A admet une unité u, alors
p: Al 5 KxA
Atz = (A A+ )
est un isomorphisme d’algébres uniféres qui est involutif si A est involutif.

Dans ’exemple d’algebre 14, ~
Go(T)! — ¢(T)
Atz—= Al +2

est un isomorphisme d’algébres uniféres involutives. Dans I’exemple d’algebre 18, 'unité adjointe peut
étre réalisée comme la mesure de Dirac d; en 1 en identifiant I!(T) & un sous-espace vectoriel fermé
du dual de €(T).

Proposition 5.4.2. Soit A une algébre et x € A. Soit v € K(t). Si (0 + x) est bien défini et r
s’annule en 0, alors (0 + z) € A.

Démonstration. Soit ¢ le morphisme d’algebres uniferes (5.1). Alors
0(r(0+z)) =r(5(0+z)) =r(0) =0. O

On peut ainsi définir un calcul fonctionnel rationnel lorsque A n’est pas nécessairement unifere.

5.5 Spectre dans une algébre non nécessairement unifere
Lemme 5.5.1. Si A et B sont des algébres uniféres et (a,b) € A x B, alors
spec 4 g(a,b) = spec, a Uspecy b.

Démonstration. A(ua,up) — (a,b) = (Aua — a, \up — b) est inversible dans A x B si et seulement si
Aug — a est inversible dans A et Aup — b est inversible dans B. O

Définition 5.5.1. Soit A une algébre et x € A. On note spec! x le spectre de 0 + = relativement a
Valgebre unifére A déduite de A par adjonction d’une unité.

Proposition 5.5.2. Soit A une algébre et x € A.
(i) 0 € spec! z.
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(ii) Si: A — B est un morphisme d’algébres, alors speck p(z) C specl; z.

(iii) Si A admet une unité u, spec! x = {0} Uspecz.

(iv) Si A est involutive, alors spec! x* = spec! z.

Démonstration. (i). En effet, si A +y € A', alors (A +y)(0+z) =0+ (A\z +yz) # 1 +0.

(i1). 1l suffit de vérifier que I'application qui & A + 2 € Al associe A\ + ¢(z) € B! est un morphisme
d’algebres uniferes.

(i41) résulte des lemmes 5.4.1 et 5.5.1. O

5.6 Spectre de fonction

5.6.1 Spectre dans %,(7T)

Proposition 5.6.1. (i) Si T est compact et x € €(T), alors specx = x(T).
(ii) Si T est localement compact et x € 6o(T), alors spect x = {0} U z(T).

Démonstration. SiT est compact, I'élément A1 — x est inversible si et seulement s’il ne s’annule pas.
Si T est localement compact, alors = s’identifie & & € %'(T") définie par

i T
H(t) = {x(t) s% te 0
0 sit=o00

5.6.2 Spectre dans L>(u)

Proposition 5.6.2. Six € L*°(u), alors specx = imessx.

Démonstration. A1 — x est inversible si et seulement si 3¢ > 0 p[|A — z| <] = 0. O

5.7 Spectre dans les algebres de groupe
— Soit x € £1(Z). Alors

o0
specx D spec® = { Z Tt it € rJI‘},

n=—oo

parce que % est un morphisme d’algebres et par la proposition 5.1.1. On a en fait égalité : c’est le
théoreme de Wiener qui résultera de la théorie de Gelfand.
— Soit # € L}(T). Alors de méme

spec' D spec' & = {0} U {/ ()t "dt:n € Z} .
T
La théorie de Gelfand montrera qu’on a égalité.

5.8 Spectre dans une algebre de Banach

Soit K le corps des réels ou des complexes.

5.8.1 Algeébre normée et algebre de Banach

Dans chacun de nos exemples d’algébre qui est aussi un espace normé, l'inégalité ||zy| < |z ||ly||
vaut : la multiplication est une application bilinéaire bornée. Soit A une algebre et considérons le
morphisme d’algebres L: A — AB(A) défini par L,(y) = zy.
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— Considérons une algebre A qui est aussi un espace de Banach, telle que la multiplication est sé-
parément continue : pour chaque x € A, les opérateurs y — zy et y — yx sont bornés. Soit
S = {Ly : © € Ba}. Pour chaque y € A, {L,(y) : © € Ba} est borné. Par le théoréme de
Banach-Steinhaus, S est borné :

3C20 VayeA |ayl <Cllalllyll. (5.2)

Donc la multiplication est une application bilinéaire bornée.
— Considérons une algébre A qui est aussi un espace normé, telle que (5.2) vaut.
— Si A admet une unité u, alors L est un isomorphisme d’algebres uniferes et d’espaces normés sur
une sous-algebre fermée de #(A) contenant Id. En effet,

el > el > 2. ()| = 11

il [l

On a alors
Lo Lyl < [ Lall 1Lyl et || Lull = 1.

— Si A n’est pas unifére, notons qu’'on peut munir A' d’une norme qui étend la norme sur A :
posons ||A+ z|| = |A| + ||z. Alors (5.2) vaut aussi pour A! et la méme discussion montre que
L': A — 2B(A') définie par LL(A +y) = (0 + z)(\ + y) est un isomorphisme d’algebres et
d’espaces normés sur une sous-algébre fermée de Z(A'). On a alors

ILg o Lyl < Lzl 1Lyl

Cette discussion donne des conditions trés générales auxquelles A est, pour une norme équivalente,
une algebre normée au sens de la définition suivante.

Définition 5.8.1. (i) Une algébre normée est une algébre A qui est aussi un espace vectoriel
normé, telle que la multiplication satisfait ||zy| < ||z ||y]|-

(i1) A est une algébre normée unifére si A est une algébre normée et A admet une unité u telle que
[Jull = 1.
(7i1) Si A est de plus complet, on dit que A est une algébre de Banach.

(iv) Si A et B sont deux algébres normées, on appelle morphisme d’algébres normées de A dans B
un morphisme d’algebres p: A — B tel que ¢ soit borné.

L’algébre A(E) est normée si F est un espace normé, et une algébre de Banach si E est un espace
de Banach.

Si A est munie d’une involution qui est continue, alors, quitte a remplacer la norme de A par la norme
équivalente définie par max(||z||,||«*||), on peut poser la définition suivante.

Définition 5.8.2. (i) A est une algébre normée involutive si A est une algébre involutive qui est
une algébre normée et ||z*|| = ||z|| pour tout x € A.
(ii) A est une algebre stellaire si A est une algebre de Banach involutive telle que ||z*z|| = |||
pour tout x € A.
Remarque 5.8.1. Si A est une algébre de Banach telle que ||z]|*> < ||#*z||, alors A est une algebre
stellaire. Si une algebre stellaire admet une unité u, alors nécessairement |ju|| = 1.

Les algebres de groupe, 'algebre du disque et H* sont des algebres normées involutives. Les algebres
suivantes sont stellaires : 6o (T"), £ (1), L (), et B(E) si E est un espace de Hilbert.

5.8.2 Inverse, résolvante et spectre dans une algebre de Banach

Proposition 5.8.1. Soit A une algébre normée unifére et x € A. Si la série Y x* converge dans A,

alors w — x est inversible et
oo

(u—z)"' = Zxk.

k=0
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Si ||z|| < 1, cette série converge normalement ; si elle converge dans A,

H(uix)fl ’“H < k4l

Démonstration. Soit z,, = u+xz+---+2". Alors (u—)z, = v,(u—2) = u—2"*!. Comme 2" — 0,
ona (u— )z, = r,(u—z) — u. Comme la série Y x* converge et la multiplication est séparément

continue, on a
oo [e.°]
(ufx)sz (Zx)uz =u.
k=0
o0 oo

oo o0 1 B
Si [l < 1, alors Y J|l2*]| < Y Jlz||* = Tl De plus, (u—2)"" —u=» aF=2) a* O
— ||T
k=0 k=1

k=0 k=0

Corollaire 5.8.2. Soit A une algébre de Banach unifére. Alors A= est ouvert. Soit x € A. Alorsrésx
est un voisinage ouvert de linfini. La résolvante de x est développable en série entiére au voisinage
de tout point de résx et

- 1 ] 1
o) - < Ly o (1)
| < 1= e A2

pour A > [la].

Démonstration. Siz € A~ et ||z —y| < ||$_1||71, alors y = (u — (z — y)a~!)x est inversible : donc

1,1
A~1 est ouvert. En particulier, si A € rész et |A—p| < |[[(Aw —2)7'|| , alors pu — a est inversible et

o0

Ru(z) = (uu—2)"" = \u—1z)~ Z(A w)(Au — )~ 1)k

Z (w—2) F T = )k
k=0

Si |ul||lz|| < 1, la série S a* ¥ converge vers (u — px)”'. Posons A = 1/p. Comme (u — pz)” ' =

A — )" N erész si [\ > ||z et
_ _ _ —1
A = 2) ™ =l < AT [l (0= ATl O

Soit A € specx et n > 1. Alors cette démonstration donne |A| < ||z] ; comme A" € spec 2™, on a aussi
AL fl] et dome |A] < [l

Définition 5.8.3. Soit A une algébre normée et © € A. Le rayon spectral de x est rs(z) = 1I;f1 [
nz

Corollaire 5.8.3. Soit A une algébre de Banach unifére et x € A. Alors le spectre de x est une partie
fermée du disque fermé de centre 0 et de rayon rs(z).

Corollaire 5.8.4. Soit A une algébre de Banach unifére et x € A. Si ||z| = ||z = 1, alors
specx C T. C’est le cas en particulier si A est une algébre stellaire et x est unitaire.

Démonstration. On a specz, spec(z™1) C {A € C: |\ < 1} et donc
specT = (spec(xil))_1 c{reC: |\ =1}

Donc specx C {A € C: || =1}. O
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5.9 Spectre d’un endomorphisme d’un espace vectoriel normé

Définition 5.9.1. Soit E un espace vectoriel normé et x € Z(E). Un élément A € K est valeur
propre approchée de x sl existe une suite (v,) dans Sg telle que \v, — x(v,) — 0.

Toute valeur propre approchée est valeur spectrale. Supposons que E est un espace de Banach.

— )\ est valeur propre approchée de x sans étre une valeur propre si et seulement si A Id —z est injectif
d’image non fermée.

— X est valeur spectrale de x sans étre une valeur propre approchée si et seulement si AId —x est
injectif d’image fermée différente de F.

Proposition 5.9.1. Soit E un espace de Banach et x a la frontiére de ,%’(E)fl. Alors 0 est valeur
propre approchée de x.

Démonstration. Comme AB(E )71 est ouvert, = est non inversible limite d’une suite d’ opérateurs T,

inversibles. Alors ||a,, || n’est pas borné : sinon, il existerait n tel que ||z, — x| < ||z}, 1|| et donc

x serait inversible. On peut donc supposer que ||z, || — oco. Il existe donc une suite d’éléments w,,
Ty (wn)

|z (wn) |

x(vyn) — 0. O

de norme 1 telle que ||z, *(wy )| — oo. Posons v, = . Alors v, € Sg et x,(v,) — 0. Donc

Corollaire 5.9.2. Soit E un espace de Banach et x € B(E). Si X est d la frontiére de specx, alors
A est valeur propre approchée de x.

Proposition 5.9.3. Soit v € B(FE) et r € K(t) tel que r(x) est bien défini. Si X\ est valeur propre
approchée de x associée d (vy,), alors r(\) est valeur propre approchée de r(x) associée a (vy,).

Démonstration. Commencons par montrer le résultat lorsque r est un polynéme et faisons une ré-
currence sur le degré de 7. Si 7 est une constante ag, I’énoncé devient trivial. Soit r de degré n > 1

x(vn) — 0 et s(A)vy, — s(z)(vy) — 0, alors,

r—
et de terme constant ag, et posons s =

par continuité de x, on a successivement

s(Ma(vn) =z o s(x)(vn) = 0

)
(ts)(A)vn — (ts)(x)(vn) — 0
r(A)v, —r(x)(vy) — 0.

Soit a présent L représentant de r avec p et ¢ premiers entre eux. Alors ¢(\)v, — q(z)(v,) — 0 et

par continuité de r(x), ¢q(A)r(x)(vn) —p(z)(vs) — 0. Or p(A) vy, —p(x)(vy,) — 0 et donc g(A)r(z)(vy) —
p(A)v, — 0. En particulier, ¢(\) # 0 puisque sinon p(A) # 0. Donc 7(x)(vy,) — r(A)v, — 0. O

Proposition 5.9.4. Soit E un espace de Banach et x € B(E). Le spectre de ©' dans B(E') égale le
spectre de x dans B(E).

Démonstration. On a (AIdg —x)/ =Adg —2'. O

5.10 Spectre d’un opérateur borné sur un espace de Hilbert

Proposition 5.10.1. Soit E un espace de Hilbert et soit x € HB(E) normal. Alors toute valeur
spectrale de x est valeur propre approchée de x.
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5.10.1 Spectre et image numérique
Définition 5.10.1. Soit E un espace de Hilbert et soit € Z(F). L’image numérique de x est
W(z) = {{z(v),v) : v € Sg}.

Le rayon numérique de x est w(x) = sup ||
AEW (z)

Ona W(z*)={\: A€ W(z)}; si a,b € K, alors W(ald+bz) = a + b W(x).
Proposition 5.10.2. Soit E un espace de Hilbert et x € B(E). Alors specz C W(z).

Démonstration. W(z) est une partie fermée et bornée de K. Si A ¢ W(z), alors d = inf( )|)\—,u| > 0.
HEW (x

On a donc pour tout v € Sg
d <A = (v, z(v))| = [{v, Ald —z)(v))| < [[(A1d =z)(v)].- (5.3)

On en déduit que AId —z induit un isomorphisme d’espaces normés entre F et im(AId —z). Donc
im(AId —z) est complet et par conséquent fermé dans E. De plus (5.3) montre que (im(AId —x))+
est réduit a {0} puisque sinon, cet espace contiendrait un élément v de norme 1 qui donnerait d < 0.
Donc AId —z est inversible et \ ¢ spec . O

Proposition 5.10.3. Soit x € B(E) et soit (v, w) = (x(v),w) la forme bilinéaire associée.
(1) Si KK = C, x est hermitien si et seulement si ® est une forme hermitienne, si et seulement si
W(z) C R.

(13) Six est hermitien, w(x) = ||z

(i1i) Si W(z) C R™T, c’est-a-dire que ® est une forme hermitienne positive, alors on a pour tout
vekl

le@l < 272 {x(v), 0) /2.

(iv) Six est hermitien, alors A = UienSfE (x(v),v) est valeur propre approchée de x ; si cet infimum est
atteint en un élément v, alors A est valeur propre de x associée au vecteur propre v. De méme
pour = sup (z(v),v).

vESE

Démonstration. (i). Si x est hermitien, alors ®(v,v) = ®(v,v) et donc W(z) C R. Réciproquement,
si W(z) C R, alors pour tout € de module 1
D(v+ ew, v+ ew) = D(v,v) + eP(w,v) + €D (v, w) + P(w,w) € R (5.4)

et donc

6(‘19(’LU,’U) —W) + E(@(U,w) - @(w,v)) =0

En posant successivement ¢ = 1 et ¢ = i, on obtient ® (v, w) = ®(w,v) et donc (x(v),w) = (v, z(w)) .
(7i). Si € € K est de module 1, on a par (5.4)

D(v+ ew, v+ ew) — P(v — ew,v — ew) = 4 Re (€D (v, w)) .
Par I’identité du parallélogramme,
4Re (e0(v, w)) < w(a)||v + ew]|* + w(z)[|v — ew||* = w(z)(2|v]|* + 2[w]?).
et donc ||z|| = sup sup maxRe (e®(v,w)) < w(x) < ||z|.
vEBrg weBE ‘6‘:1

(i74). Si W(z) C R, ® est une forme hermitienne positive et I'inégalité de Cauchy-Schwarz donne

lz(0)[|* = (@(v), 2(0)) = (v, 2(v)) < B(v,0)" @ (2(v), 2(v))"/?

1/2
< (@), )" 2] 2l (v)).

(iv). Soit (v,) une suite dans Sg telle que (z(vy,),v,) — A : alors W(z — A1d) = W(z) — A C R*
et ((z — AId)(vp), vn) — 0. L’inégalité (ii4) donne alors (x — A1d)(vy,) — 0; si ((z — AId)(v),v) =0,
elle donne (z — AId)(v) = 0. O
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Corollaire 5.10.4. Soit x € B(F) hermitien.

— Le spectre de x est une partie fermée de [ insf (x(v),v), sup (x(v),v)| et contient les bornes de cet
VESE vESE
intervalle.

— = a une valeur propre approchée réelle de valeur absolue ||x||.
- Sir € K(t)speca, alors specr(z) = r(specz).

Démonstration. Notons qu’en particulier specx n’est pas vide. Il reste a fournir la deuxiéme moitié
du théoréme spectral dans le cas ou K = R. Il suffit de montrer que p(z) est inversible pour tout

2 2
p = ag + a1t + t? irréductible. Comme p = ag — % + (% + t) , on a pour tout v € Sg
2 2 2
(p(m)(v),v):ao—%+<<%+x) (v),v>>ao—%>0. O

Remarque 5.10.1. Si z est normal et K = C, = a une valeur spectrale de module ||z||. Ce résultat sera
démontré beaucoup plus tard : je ne connais pas de démonstration simple qui reposerait sur I’étude
de W(z).

5.10.2 Calcul fonctionnel continu d’un opérateur hermitien

Soit = hermitien et p = ag+ait+---+a,t"™ € K[t]. Alors p(z)* = p*(x) avec p* = Gg+art+---+ant"

et donc [[p(z)||?> = |lp(x)" o p(z)]| = ||(p*p)(x)|. Comme (p*p)(x) est hermitien, le corollaire 5.10.4
donne

Ip@)II* = rs(p™p)(z) = max [(p"p)(N)| = max p(A)p(}) = max [p(A)[*.
E€specx AEspec x AEspecx

Donc le calcul fonctionnel polynomial définit une isométrie du sous-espace vectoriel dense de € (spec )
formé des fonctions polynomiales dans Z(FE). Il s’étend de maniére unique en une isométrie de
% (spec z) dans A(E) qui est encore un morphisme d’algébres.

Définition 5.10.2. Soit E un espace de Hilbert et 2z € Z%(F) hermitien. Soit f € %€ (specx). Soit
(prn) une suite de fonctions polynomiales telles que p, — f. On pose

fx) = lim pp(z).

n
L’application f +— f(z) est appelée le calcul fonctionnel continu de x.
On a donc démontré la proposition suivante.

Proposition 5.10.5. Soit v € B(E) hermitien. Le calcul fonctionnel continu de x est l'unique
morphisme d’algébres normées uniféres de € (specz) dans B(E) qui transforme la fonction t — t en
x. De plus, c’est un morphisme d’algébres involutives et une isométrie a valeurs dans les opérateurs
NnOTMAUL.

Proposition 5.10.6. Soit x hermitien et f € € (specz).
(1) Si X est valeur propre approchée de x associée d (vy,), alors f(A\) est valeur propre approchée de
f(z) associée a (vy,).
(1) spec f(x) = f(specx).
(7i1) Supposons f a valeurs réelles. Alors f(x) est hermitien. Si g € € (spec f(z)), alors g(f(z)) =
(90 f)(z).

Démonstration. (). Soit (f,) une suite de fonctions polynomiales tendant vers f. Alors f,,(A) — f(A),
fn(x) = f() et fo(N)on — (fu(2))(vn) = 0. Donc f(X)on — (f(z))(vn) — 0.

(i1). Si A € spec z, alors A est valeur propre approchée de z et donc f(X) est valeur propre approchée
de f(x) : donc f()\) € spec f(x). Si A ¢ f(specz), (A— f)~" € G(specz) et donc (AId —f(z)) ™" est
bien défini : A ¢ spec f(z).

(41). Soit y = f(z). Alors y est hermitien. Si g € €' (spec f(x)), alors g o f € € (specx). Considérons
g+ go f(x). C’est un morphisme d’algebres normées uniféres qui transforme la fonction ¢ — ¢ en y.
Par unicité, c’est le calcul fonctionnel continu de y et donc g o f(z) = g(y). O
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5.10.3 Opérateur positif

Proposition 5.10.7. Soit x € B(E). Les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) x est positif.
(i1) x est hermitien et W(x) C R, c’est-d-dire que ® est une forme hermitienne positive.
(ti1) x est hermitien et de spectre positif.
(iv) Il existe y hermitien tel que x = y?.

On peut de plus supposer que y est positif et alors y est unique : c’est la racine carrée de x.

Démonstration. (i) = (it). Si x = yjy1 + - - - + Ypyx, alors (xv,v) = (y1v,y10) + - - - + (Yrv, yrv) = 0.

(1) = (i11). Si W(z) C R™, alors aussi specx € R™.

(74) = (iv). Le calcul fonctionnel continu permet de définir I'hermitien de spectre positif v/ : alors

Vit = (2o /() = 2.

Si y est positif tel que y? = z, alors y est hermitien de spectre positif et y = (v/ 0 -2)(y) = /42 =
O

Jz.

5.10.4 Décomposition polaire

Définition 5.10.3. Soit 2 € B(F). Le module de x est Popérateur |z| = vz* o z.

Proposition 5.10.8. Soit x € B(E). Il existe un unique u € B(E) tel que x = uolz| et keru = ker z.
Alors u définit un opérateur unitaire entre im|z| et imx.

La décomposition x = u o |z| s’appelle la décomposition polaire de x.
Démonstration. Notons que

[12](@)]|* = (|21 (v), v) = (=" 0 2(v),v) = (x(v), 2(0)) = [lz(v)]*.

En particulier, ker|z| = kerz. Pour définir uy € AB(im|z|,E) tel que x = ug o |z|, il faut et il
suffit de poser ug(|z|(v)) = z(v). Alors up est une isométrie qui se prolonge de maniére unique a

wy, € A(m|z|, E), qui est une isométric d’image Imz. Comme im|z|" = ker|z| = kerz, unique
prolongement u € %(E) de uy tel que keru = ker x est défini par u(v) = Uo(h(v))- O

im|z

5.11 Spectre d’un opérateur compact

5.11.1 Lemme de Riesz

Proposition 5.11.1. Soit E un espace vectoriel normé et S un sous-espace vectoriel fermé propre
de E. Pour tout 6 > 0 il existe v € E de norme 1 tel que d(v,S) >1—4.

Démonstration. Soit § > 0 et w € E\S. Alors d(w, S) > 0 puisque S est fermé : posons wy = 7”7“0 — SH
w—s
pour chaque s € S. Alors
= inf Jlw—s — flw—=sls'| 40, g
d(ws,S):inf &*S/ __ s'eS _ (w, )
s'eS ||w—s|| Hw_SH ||7~U—SH
d(w, S

On peut donc prendre v = wjy si on choisit s € S tel que ||w — s|| < (w, 5) 0

1—46

Corollaire 5.11.2. Soit E un espace vectoriel normé. Si Bg est relativement compact, alors E est
de dimension finie.
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Démonstration. Supposons que E n’est pas de dimension finie : construisons par récurrence une suite
(vn,) dans Bg telle que ||v, — vp|| > 1/2 pour toute paire d’indices n, m distincts. Soit v; quelconque;
si (v1,...,v,) a été choisi, soit S I'espace vectoriel engendré par vy, ..., v,. Alors S est un sous-espace
vectoriel fermé propre de E puisque S est de dimension finie. Par le lemme de Riesz, il existe v,4+1
tel que d(vp41,5) > 1/2 : en particulier, ||vp41 — vk|| > 1/2 pour k € [1,n].

Mais alors toute sous-suite (v),) de (v,) satisfait encore ||v], —v/,|| > 1/2 : donc aucune sous-suite de
(vn,) ne converge et Bg n’est pas relativement compact. o

5.11.2 Alternative de Fredholm

L’alternative de Fredholm est une généralisation de la résolution de systémes de n équations linéaires
a m inconnues. Soit x € 4, et w € K™ et considérons le systéme

I{J?u vy + ... 4+ TipUp = w1
\Zrnivi + .. + TppUn = Wy

v1
Identifions v € K™ avec le vecteur colonne ( : ) et x avec 'opérateur sur £ (K™) défini par x(v) =

Un

xv. Alors le systéme (5.5) s’écrit 2(v) = w. Dire que ce systéme a une solution quel que soit w, c’est
dire que x est surjectif, et dire que la solution est unique, c’est dire que z est injectif. Le théoreme
du rang dit que la codimension de I'image de x égale la dimension de son noyau. En particulier, x est
inversible dés que x est injectif.

Théoréme 5.11.3. Soit E un espace de Banach et x € JH(E). Soit A\ # 0. On a lalternative
suivante :

— soit AId —x est inversible,

- soit ker \Id —z # {0},

c’est-a-dire que toute valeur spectrale non nulle de x est valeur propre de x. De plus, ker A\Id —x est
de dimension finie, im AId —x est de codimension finie et A1d —x satisfait le théoréme du rang :

dim ker A\Id —z = dim coker A\Id —z = dim ker A Id —2'.

Ce théoréme donne la méthode suivante pour résoudre ’équation inhomogeéne z(v) = Av+w si A # 0.

— Si I'équation homogene z(v) = Av a comme solution unique v = 0, alors équation inhomogéne
2(v) = A 4 w a une solution v unique pour tout w € E.

— Sinon, les solutions de I’équation homogene z(v) = v forment un espace vectoriel E de dimension
finie n et les solutions de 1’équation z'(l) = Al forment aussi un espace vectoriel F' de dimension n.
Alors équation inhomogeéne x(v) = Av + w a une solution v si et seulement si w € F| ; 'ensemble
des solutions est alors v + E.

Concrétement, si on choisit une base (v1,...,v,) pour E et une base (I1,...,l,) pour F, alors
Péquation inhomogeéne z(v) = Av 4+ w a une solution particuliere v si et seulement si /3 (w) =
..l (w) = 0 et Pensemble des solutions est alors {v + Ajv1 + -+ + Aoy 2 A1, ..., A\, € K}

En effet, si 'équation homogene z(v) = Av a comme solution unique v = 0, alors x — A1d est injectif

et donc inversible; sinon dimker A\Id —2’ = dimker AId —z et im AId —z = (ker A\Id —x) ;.

5.11.3 Théoréeme spectral des opérateurs compacts

Théoréme 5.11.4. Soit E un espace de Banach et x € # (E).
(i) Si E est de dimension infinie, alors 0 € specz ; 0 n’est pas nécessairement valeur propre de x.
(13) specx \ {0} est soit vide soit fini soit dénombrable avec 0 comme unique valeur d’adhérence.

(i5i) Si A € specx \ {0}, alors X est valeur propre de x; il existe my(xz) € IN* tel que Ny(z) =
ker(AId —x)™ () et I, (x) = im(AId —x)™ () sont des espaces vectoriels fermés invariants par
x, Nx(z) est de dimension finie, E est la somme directe de Nx(x) et I\(v), et NId —z|;, (. est
un isomorphisme d’espaces de Banach.
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Corollaire 5.11.5. Soit E un espace de Banach et Ey C E un sous-espace vectoriel dense. Soit
xg € K (Ep) et © € K (E) son unique prolongement par continuité. Alors specxy = specx et pour
tout A € speczo \ {0}, ma(zo) = ma(z) et Nx(zo) = Na(z).

Démonstration. Il suffit d’appliquer la proposition 2.4.13 et le théoreme 5.11.4. O

La démonstration des théoremes 5.11.3 et 5.11.4 est découpée en quatre lemmes et utilise la réduction
de Jordan. Soit A # 0. Alors AId —x = A\(Id —A\"1z) et quitte & considérer A~'x, on peut supposer
que A = 1. Soit y = Id —z. Intuitivement, la compacité de z signifie que = est petit par rapport a Id :
on dit que y est une perturbation compacte de l’identité.

Lemme 5.11.6. kery est de dimension finie.

Démonstration. 1l suffit de montrer que la boule unité de ker y est relativement compacte. Soit (vy,)
une suite dans Byeyy. Alors (z(vy,)) admet une sous-suite (z(v})) convergente. Comme y(v}) = 0,

n
x(v),) = v), et donc (v),) converge. O

Lemme 5.11.7. Soit S un sous-espace vectoriel fermé de E. Alors y(S) est un sous-espace vectoriel
fermé. En particulier, imy est un sous-espace vectoriel fermé de codimension finie.

Démonstration. Soit §: S — F l'opérateur y restreint a S et considérons la factorisation canonique

S/ ker g AN y(S)

I !

s ', s
Alors § est une bijection continue. Pour montrer que y(S) est fermé, il suffit de montrer que y(.5)
est complet. Comme S/ker§ est complet, il suffit de montrer que §~! est continue. Procédons par

l’absurde et supposons au contraire qu’il existe une suite (v,) dans F telle que |lv, + kerg|| = 1 et
9(vn) — 0. Donc ilﬁf lon, + w|| = 1. Quitte & ajouter & v,, un élément de ker ¢, on peut supposer
weker g

que |jvy|| < 2. Alors (z(v,)) admet une sous-suite (z(v),)) convergente et comme v}, = §(v),) + x(v),),

(v,) converge vers un élément v € F. Alors ||v + kerg|| = 1 et §(v) = 0 : c’est contradictoire. En

particulier, im y est fermé. Comme z’ est aussi compact, ker 3y’ est de dimension finie et donc im y est
de codimension finie par la proposition 2.4.6. O

Lemme 5.11.8. Considérons les suites de sous-espaces de E définies par Ny, = kery* et I}, = im y*.
Alors
(i) Ny est de dimension finie; Iy, est fermé et de codimension finie.

(#4) Il existe un p tel que Ny, = N pour tout k > p et I, = I pour toutk = p .

Démonstration. (i) résulte des lemmes précédents parce que y* est encore une perturbation compacte

de I'identité : ) )
v =(Id-a)F =" (’;) () =ld—z0 ) (k> (—x) L.

§=0 =1 M
(74). Supposons que Ny # Nii1 pour tout k. Alors, par le lemme de Riesz, pour tout k il existe
v € Ng+1 de norme 1 tel que d(vg, Ni) > 1/2. Mais alors, si | < k,

1

lz(ve) = 2()ll = llow = y(vk) — v +y(w)ll = d(vk, Nk) > 5

et donc (z(vg)) n’a pas de sous-suite convergente : ¢’est absurde. Supposons que I}, # I;;_1 pour tout
k. Alors, par le lemme de Riesz, pour tout k il existe vy € I_1 de norme 1 tel que d(vg, I) > 1/2.
Mais alors, si l > k,

[z(vx) =zl = llow = y(v) — v+ y(w)l| = d(og, Ix) >

N =

et donc (z(vg)) n’a pas de sous-suite convergente : c’est absurde. O
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Lemme 5.11.9. (i) N est un espace de dimension finie, I est fermé et de codimension finie et
E=Naol.

(i1) y(N) C N.
(i51) y(I) = I et la restriction de y & I est un isomorphisme d’espaces de Banach.

(iv) On a dim cokery = dimkery.

Démonstration. Tout cela résulte de la réduction de Jordan (théoréme 5.2.4) grace au lemme précé-
dent. La restriction de y a I est inversible par la proposition 2.4.1. o

Démonstration du théoréme spectral des opérateurs compacts. (i). Si 0 ¢ specz, x est inversible et
donc z o 27! = Id est compact. Donc E est de dimension finie. L’opérateur de Volterra sur ¢[0, 1]
est compact et injectif.

(i7). 11 s’agit de montrer que {\ € specx : |A| > €} est fini pour chaque ¢ > 0. Supposons au contraire
que z a une infinité de valeurs propres A\, deux & deux distinctes de module supérieur a €. Pour chaque
k soit vy vecteur propre associé a A\. Alors les v; sont linéairement indépendants par le lemme 5.2.2
de décomposition des noyaux. Soit Ej 'espace vectoriel engendré par {vy,...,v;}. Par le lemme de
Riesz, pour tout k il existe wy € Ej de norme 1 tel que d(wy, Ex—1) > 1/2. Comme z(Ey) C Ej, et
(x — A\g)(E%) C Ex—1 pour tout k, on a pour k > [

z(wk) — z(w)|| = [ Mewk + (2 = X)) (wi) — z(wi)|| = [Apld(wk, Eg—1) >

| ™

et donc (z(wy)) n’a pas de sous-suite convergente : ¢’est absurde. O

5.12 Spectre d’un opérateur compact sur un espace de Hilbert

5.12.1 Théoréme spectral des opérateurs compacts normaux

Théoréme 5.12.1. Soit E un espace de Hilbert et x € J#(E). Si x est hermitien, il existe un
ensemble A C K qui est fini ou dénombrable avec 0 comme unique valeur d’adhérence et des projections
orthogonales py sur des espaces vectoriels fermés Ny deux d deux orthogonauz, de dimension finie
sauf éventuellement pour A = 0, tels que

T = Z AP, (5.6)

En fait, A = specx, Ny =ker A\Ild—x et E = GB Nyx. En particulier, x a une valeur propre de module
AEA
lz]|. Ce résultat vaut encore si x est normal lorsque K = C.

Démonstration. Supposons que x est compact normal. Soit

F= QB ker \Id —z.

AEspecx

Alors z*(F) C F et donc, siv € Ft et w € F, (z(v),w) = (v,2*(w)) = 0, c’est-a-dire que 'espace
de Hilbert F* est stable par 2. Soit y la restriction de z & F* : y n’a pas de valeur propre. Par le
théoreme spectral des opérateurs compacts, y n’a pas de valeur spectrale non nulle.

Si x est hermitien, 3 est hermitien et le corollaire 5.10.4 montre que y = 0 : donc F* C kerxz C F,
F+={0}et F=E.

Si z est normal, considérons z = y* oy : z est compact hermitien et y o z = zoy. Si z # 0, z aurait
une valeur propre non nulle A et G = ker AId —z serait stable par y. Mais alors la restriction de y
a l'espace de dimension finie G aurait une valeur propre et donc y aurait une valeur propre. Donc
z=0ety=0.

44



Si v est une somme finie > vy avec vy € Ny, alors z(v) = Y Avy. Soit v € E. Alors v = Z vy avec

AEA
vx € Ny. Comme z est continu, z(v) = Z Avy = 2 Apa(v). De plus, pour tout A; C A fini,
AEA AEA
2 2
| > wo) = 3 o)
AEA\A, AEA\A,
2 2
<
< Inax R DN
AEA\A,
e
< ((max () ol
AEA\A
et donc la série Z Apa converge dans B(E). O

AEA

Choisissons une base hilbertienne Sy de Ny pour chaque A € A\ {0} : alors Sy est fini. Soit (v;) une

énumération de U Sy et soit A; tel que v; € Ny;. Alors
AeA\{0}

z(v) = Z)\j (v,v;)v; pour tout v € E :

x est la somme d’une série d’opérateurs de rang 1.

5.12.2 Théoréme spectral des opérateurs compacts

Théoréme 5.12.2. Soit © € J(E). Il existe des systémes orthonormés (v;) et (w;) et une suite
réelle (s;) qui décroit vers O tels que

z(v) = Z sj (v,v;)w;  pour tout v € E. (5.7)

En fait, les s; sont les valeurs propres de |x| répétées selon leur multiplicité et associées avec les
vecteurs propres v; : ce sont les valeurs singulieres de x.

Démonstration. Soit x = u o |x| la décomposition polaire de z. Alors |z| est compact puisque z* o x
est compact et v/a* o x est limite de polyndmes sans terme constant en z* ox. Donc |z| est de la forme
|z| = > Aj (-,v;) v;, ot les s; sont rangées par ordre décroissant et (v;) est une base hilbertienne de

im|z|. Comme u est un unitaire de im|z| sur imz, les w; = u(v;) forment une base hilbertienne de
imz : on a la représentation (5.7). O

Corollaire 5.12.3. Tout opérateur compact sur un espace de Hilbert est limite d’une suite d’opéra-
teurs de rang fini.

5.12.3 Opérateur compact sur un espace préhilbertien

Soit E un espace vectoriel normé et x € Z(F). En munissant espace vectoriel E d’un produit
scalaire, on définit une deuxiéme norme sur E : notons E lespace préhilbertien aini défini et
l'opérateur z considéré comme opérateur sur E. Supposons que & est compact. Le complété F de E
est un espace de Hilbert ; notons y le prolongement par continuité de Z a F. Par la proposition 2.4.13,
y est compact. Les théoremes 5.12.1 et 5.12.2 permettent donc d’écrire la décomposition spectrale de
z.
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Sixieme chapitre

Algebres de Banach complexes

6.1 Fonction holomorphe a valeurs dans un espace de Banach complexe

6.1.1 Intégrale curviligne a valeurs dans un espace de Banach

Si T est un espace compact et E est un espace de Banach, notons € (7T'; E') 1'espace de Banach des
fonctions continues de 7" dans F.

Définition 6.1.1. — Un chemin est une application v: [a,b] — C continue et ! par morceaux. Ce
chemin est fermé si v(a) = v(b). Le chemin inverse v~ est défini par v~ (¢) = 'y(b —(t— a)).

— Une subdivision o de v est une suite (t1,...,t,) telle que a = t1 < -+ < ¢, = b. On note o, = y(tx)
et 610 le chemin ) [te,ts] SLE <L, et ~7] [ti,t,] Sinon. La longueur de la ligne brisée définie par o est

n—1
l(o) = Z|ak+1 — Okl
k=1

b
— La longueur de v est () = sup{l(c) : o subdivise v} = / |y ()| dt.

a
— La maille ||o|| de o est la longueur maximale de 011 lorsque k parcourt [1,n — 1].
— Soit F un espace de Banach et f € €(im~; E). La somme de Riemann de f sur o est

n—1

Z(f,0) =Y f(or) (o1 — o).

k=1
La longueur de o1 tend vers 0 lorsque ¢+ — tx tend vers 0.

Théoréme 6.1.1. Soit E un espace de Banach, v un chemin et f € €(im~; E). Lorsque ||o| — 0,

Z(f,0) converge vers un élément noté / f(2)dz : c’est intégrale de Riemann de f sur~y. On a

(i) / f(Z)dZAf(Z)dz: 7

(i4) / £(z)dz
v
(i4i) Si F est un espace de Banach et x € B(E, F),

z (/7 f(z)dz) Az(f(z))dz.

Démonstration. Notons S5 = {Z(f,0) : ||o|| < §}. Les S5 sont des fermés emboités; il s’agit de
montrer que le diameétre de Sy est arbitrairement petit. Soient 0,0’ des subdivisions de ~ telles que
llell, llo’]] < é. Soit 7 une subdivision qui contient o et ¢/ comme sous-suites. Alors Z(f,o’) —Z(f,0)
est une somme de termes de la forme (f(o}) — f(04))(7k+1 — 7%), ou l'arc TeTee1 est inclus dans

< U(y) max || f(2)| : / est un opérateur borné de € (im~; E) dans E.
zeim 7y ~
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— —
les arcs ;0,41 et 0303+1. Alors l'arc om& est de longueur inférieure a §; a fortiori |o; — U;-| < 4.

Comme im+y est compact, f est uniformément continu : pour tout € > 0 on peut choisir ¢ de sorte
que |f(2") — f(2)| <esi|z —z] < 4. Alors

n—1
192(f,0") = 2(f,0)|| < € Y _|7hs1 — 7l = el(r) < el(v).
k=1

(7). Si 0~ est une subdivision (¢1,...,t,) de v~, notons o la subdivision (b+a — ty,...,b+a —t1)
de 7. Alors o, = y(b+a —tpy1-k) =0, | _; et

n—1 n—1

X(f,0) = Z(Ugfk - U;+17k)f(07:+17k) = Z(Uk_ - ‘Tk_+1)f(‘7k_+1)-

P =
H%(f, o) - (~%(f,0)) H - Hz(ml — o) (flor) = Flogy) H

<le7)  max f(z') = f(2)]-

|2 —z|<[le~ ||

(i) I suffit de noter que Z(f,0) < (o) max I f(2)|l pour toute subdivision o.
(i41). Il suffit de noter que x(Z(f,0)) = Z(x o f,0) pour toute subdivision o. O

6.1.2 Fonctions holomorphes et faiblement holomorphes

Définition 6.1.2. Soit U un ouvert de C et E un espace de Banach complexe. Une fonction f: U — E
est holomorphe si f se développe en série entiere a coefficients dans F en tout point A € U : il existe
r >0 et vo,v1, - € E tels que si |p — A| < r alors

F) =Y vn(n=N" (6.1)

On a une formule pour le rayon de convergence d’une série entiere.

Lemme 6.1.2. Soit E un espace normé et vy, v1,--- € E. Le rayon de convergence de la série entiére
S vau™ est r = liminf [|v,|| 7Y™ € [0,00] : si |u| < 7, elle converge normalement; si |u| > r, elle
n—oo

diverge.

Démonstration. Sila série converge, alors ||v,|| |p|™ — 0 et les ||v,|| |p|™ sont donc bornés par un C.

Cl/n
Alors || € W pour tout n. Si |u| < r, soit § > 0 et N tel que |u| +6 < 1/|jva|Y/™ pour n > N.
Up ||~/
S (el "
Alors lon]l o™ < ( . O
s 2 i

Proposition 6.1.3. Soit U un ouvert de C, E un espace de Banach compleze et f: U — E.

(i) Si f est holomorphe, f est dérivable : pour chaque X € U, il existe un élément de E noté f'(\)
tel que

F() = FO) + (=N ') +olp—N),

— 0.

c’est-a-dire que
H—> A

ﬁ—f/()\)

(i) Si f est dérivable, 1o f est holomorphe pour toute forme linéaire I € E' : on dit que f est
faiblement holomorphe.

Nous montrerons dans le corollaire 6.3.3 qu’une fonction faiblement holomorphe est holomorphe.
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Démonstration. (i). Si |p— A <71 <7, alors (6.1) donne

f(p) = vo +v1(p—A) +0<levn| = >\I”>

n=2

= o+ oa(e =)+ O(Ju = AP Y on 752

n=2

=)+ (1= Nor +o(p = A).

(). Si f est dérivableen X\, on alo f(u) =10 f(A) + (u— AN)I(f'(N)) +o(p — A). c’est-a-dire que lo f
est dérivable. (|

Définition 6.1.3. — Soit U C C ouvert. Un chemin «: [a,b] — OU est positivement orienté relative-
ment & U si pour tout ¢ tel que v/(¢) existe et est non nul, il existe € > 0 tel que Jy(¢), v(t) +ie7/'(¢)[
soit contenu dans U et |7y(t),y(t) — ie7/(t)[ ne rencontre pas U : le vecteur normal & v en ¢ pointe
vers U, de sorte que U est a gauche de ~y. v est négativement orienté si v~ est positivement orienté.

— On dit qu’un compact L C C est un compact a bord orienté si L est 'adhérence de son intérieur
et si AL est réunion d’un nombre fini de chemins fermés injectifs 1, ..., 7, positivement orientés
et dont l'intersection deux a deux est vide ou composée d’un nombre fini de points. On pose alors

n

aLf(z)dz:Z/ f(z)dz.

k=1"Y 7k

Remarque 6.1.1. L est encore un compact a bord orienté si les
chemins fermés dont 0L est la réunion ne sont pas injectifs mais
ont un nombre fini de points doubles. En effet, de tels chemins
sont la réunion finie de chemins fermés injectifs.

Proposition 6.1.4. Soit f: U — E faiblement holomorphe.
(2) (Théoréme de Cauchy.) Si L est un compact d bord orienté inclus dans U, alors f(z)dz =0.
oL

(i1) (Théoréme de Liouwville.) Si U = C et f est bornée, alors f est constante.

Démonstration. (i). Pour tout I € F’, l( f(z)dz) = / lo f(z)dz = 0 par le théoréme de
oL oL

Cauchy.
(77). Pour tout I € E’, [ o f est entiére et bornée; par le théoréme de Liouville, [ o f est constante :

lo f(z) =10 f(0). Donc f(z) = f(0). O

6.2 Approximation d’'un compact de C

Proposition 6.2.1. Soit K C C compact et U un voisinage ouvert de K. Il existe un voisinage L
de K contenu dans U tel que L est un compact a bord orienté. On dit que L est entre K et U.

Démonstration. Comme K est compact et C\ U est fermé, § = d(K,C\ U) > 0. Considérons
une triangulation du plan qui le découpe en triangles équilateraux (fermés) de coté inférieur a 4.
Considérons les triangles qui rencontrent K. Ils sont en nombre fini et K est contenu dans leur
réunion L qui ne rencontre pas C\ U. K est en fait contenu dans L car si un point du bord d’'un
triangle est dans K, alors il est dans L parce que K rencontre aussi ’autre ou les cinq autres triangles
dont le bord contient ce point. Les bords des triangles qui rencontrent K ne forment pas le bord de
L si certains de ces triangles sont adjacents : il faut simplifier les c6tés en commun.

Montrons par récurrence sur le nombre n de triangles que toute réunion finie L de triangles de la
triangulation est un compact a bord orienté. Si cette réunion est vide ou un seul triangle, c’est
trivialement vrai. Considérons un triangle 7" de la réunion qui contient un point extrémal de L : au
moins un c6té de T est sur la frontiére de L. Soit L la réunion des autres triangles. Par hypothése de
récurrence, L est un compact & bord orienté. L’intersection de L avec T contient 0, 1 ou 2 cotés de
T.
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FIGURE 6.2: deux co- FIGURE 6.3: deux cotés
FIGURE 6.1: un tés sur le méme che- sur des chemins diffé-
coté min rents

— Si L ne contient pas de coté de T, le bord orienté de L est la réunion du bord orienté de L et du

bord orienté de T

— Si T contient un c6té de T, ce co6té est sur un unique chemin fermé v du bord de L. On recolle v et
le bord de T" en un seul chemin en simplifiant le c6té commun (figure 6.1.) Cela donne un chemin
simple sauf si v contient le sommet opposé au c6té commun ; dans ce cas, on applique la remarque

6.1.1.

— Si T rencontre L en deux cotés, il y a deux possibilités.

— Ces deux cbtés sont sur le méme chemin 4 du bord de L : on recolle 7 et le bord de T en un seul
chemin en simplifiant ces deux cotés (figure 6.2.)

— Ces deux cbtés sont sur deux chemins différents du bord de L : on recolle ces deux chemins et
le bord de T en un seul chemin en simplifiant ces deux cdtés (figure 6.3.) Si ces deux chemins se
rencontrent en des points qui ne sont pas des sommets de 7', il faut appliquer la remarque 6.1.1
au chemin obtenu par recollement. O

6.3 Formule de Cauchy

Rappelons que nous avons démontré que si A est une algebre de Banach unifére et © € A, alors rész
est un voisinage ouvert de 'infini et la résolvante R(x) de x se développe en série entiére en tout
point de rész.

Lemme 6.3.1. Soit A une algébre de Banach complexe unifére et x € A. Soit r une fraction ration-
nelle sans pole dans specx et L un compact a bord orienté quelconque entre spec x et le complémentaire

des poles de r. Alors
r(z) = 1 / r(2)(zu — x)fl dz. (6.2)
OL

2w
Démonstration. Montrons (6.2) pour » = 1. Soit D, un disque de centre 0 et de rayon ¢ tel que
L C D,. Alors D,\ L C rész et / = / —/ car le bord orienté de D, \ L est la réunion
8(D,\L) oD, JoL
du bord orienté de D, avec le bord de L négativement orienté. Comme la résolvante est holomorphe
sur rés z, / R.(z)dz = 0. Comme ||R.(z) — 27 'u|| = o(271), Rz (x) ~ 2~ 'u lorsque |z| — oo :
(D, \L)

on a donc pour 9 — 0o

1 L1 . 1 dz
— (zu—x)” ~=— zudz = — — |l u=u.
2im Jop, 2im Jap, 2im Jop, %

Donc / (zu — x)fl dz = u. Montrons (6.2) pour r fraction rationnelle sans pdle dans specz. On a
oL

1 -1 *i r(z) —r(@)(zu—z) " dz
CTP MT(Z)(ZU*?E) dz —r(2) = 5— 6L(() ()( ) d

7i 7"(,2)77":C ;
7217TAL z—1 (z) dz.
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.. P . P
Soit = un représentant de r avec ¢ sans zéro dans spec x. Comme
q

(Z)r(z) —r_pE)-p  az)—4

z—1 z—1 z—1

)

r(z) -

z —

Z (z) est le quotient d’une fonction polynomiale & coefficients dans A par la fonction

r(z)—r
t

polynomiale z — ¢(z). Donc z — (x) est holomorphe sur L et

/BLT(Z)_T(x)dzzo. O

En appliquant ce lemme avec A = C et x = A, on retrouve la formule de Cauchy.

Corollaire 6.3.2. Pour tout f holomorphe au voisinage d’un compact a bord orienté L et tout A\ € L

FO) = — (2) 4.

2w Jor 2 — A

Démonstration. On vient de le prouver si f est une fonction rationnelle. Si f est holomorphe, alors

L[ SE) gy L[ SO0

2w Jor  z—A

2im aLZ—)\

z=0.

— f(A
car z — f(z)ii\‘() s’étend en une fonction holomorphe au voisinage de L. o
5 —

Corollaire 6.3.3. Soit U un ouvert de C, E un espace de Banach complexe et f: U — E faiblement
holomorphe.
(i) f est continue.
(ii) (Formule de Cauchy.) Pour tout compact d bord orienté L C U et tout A € L
1
fO) = — =) dz.

21w Jor 2= A

(i5i) f se développe en série entiére en tout X € U sur le plus grand disque ouvert de centre X contenu
dans U.

Démonstration. (i). Soit A € U et r > 0. Soit 1 > r tel que le disque fermé D de centre A et de
rayon 71 soit dans U. Soit
—f(A
S:{M:O<|u—)\|<r}.
W= A
Sile Flet|u—)\<r,

l(f(u)—f@)) _lofw)—lofN)
nw—A w—A

1 1 lof(z) lof(2) 1 lof(z)
/6D Z—p z—A\ d272177 aD(Z—N)(Z—)\)dZ

:u—)\ﬂ -

et comme |(z—p)(z—A)| > (r1 —r)r1, {I(v) : v € S} est borné. Par le théoréme de Banach-Steinhaus,
S est borné. Donc f est continue.
f(z)

(i4). Comme f est continue, on peut former 'intégrale de Riemann de 3
- _

: soit L un compact a

bord orienté et \ € L. Alors

l(L Mdz)i‘/a %dz:lof()\)

2im Jor 2 — A 2w Jor 2—
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1
pour tout [ € E’ et donc f(\) = — (2) dz.
2im oL % — A

(#4i). Soit A € U et r > 0 tel que le disque fermé L de centre A et de rayon r soit inclus dans U. Si
uw e LetzedLl,alors

z—u_zf)\lflz‘T*;\\:

1 1 1 = (=N
Z (2 — )\)n+1

n=0

et cette série converge uniformément en z. Donc

f(u)=ﬁ Mﬂ—i¢z=2<ﬁ/ﬁ%m)@—ﬂ". O

n=0

6.4 Calcul fonctionnel holomorphe

6.4.1 Algebres de fonctions holomorphes

Exemple d’algébre 20. Soit T C C ouvert. Alors 'ensemble &(T') des fonctions holomorphes sur T
est une algébre commutative muni de la multiplication des fonctions définie comme en (4.1). L’unité
de O(T) est 1.

Exemple d’algébre 21. Soit T' C C compact et R(T") 'adhérence dans € (T") des fonctions ration-
nelles sans pole dans T'. R(T") est une sous-algebre de € (T'), en général non involutive, qui contient
1.

Proposition 6.4.1. Soit T' C C compact.
(i) Six € R(T), alors x| € O(T).
(i7) Siz est holomorphe sur un voisinage owvert U de T, alors x|y € R(T).
Démonstration. (i). x| est limite, uniforme sur tout compact de T, de fonctions holomorphes dans

T.
(). Soit L compact a bord orienté entre T' et U. Alors R, € R(T) pour chaque z € JL; notons

f= 2(2)R,dz € R(T'). Comme ’évaluation en un point ¢t € T est une forme linéaire continue
oL
sur R(T), on a f(t) = / x(z)t dz = x(t) par la formule de Cauchy : donc f = z|. O
oL = —

6.4.2 Calcul fonctionnel holomorphe

Soit A une algebre de Banach complexe unifere et « € A. Soit T un voisinage compact de specx et L

un compact a bord orienté entre specx et T. Alors, pour toute fraction rationnelle r sans pole dans
T

)

€ AL r(2)(zu — )~ dzH <1OD)

- max|r(z)].
2im 2w zedL

-1
(zu—z) 2€0L

Ir(z)| = '

Donc le calcul fonctionnel rationnel définit un opérateur borné sur un sous-espace vectoriel dense de
R(T') dans A. Il s’étend de maniére unique en un opérateur borné de R(T") dans #(F) qui est encore
un morphisme d’algebres. On peut donc poser la définition suivante sans ambiguité.

Définition 6.4.1. Soit A une algebre de Banach complexe unifére et « € A. Soit f holomorphe sur
un voisinage ouvert U de spec x. Il une suite de fractions rationnelles r,, sans pole dans un voisinage
compact T' C U de specz telles que glaTX|rn(t) — f(t)] = 0. On pose

€

f(z) = lim r,(x).

n—roo

L’application f +— f(x) est appelée le calcul fonctionnel holomorphe de x.
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L’élément f(x) ne dépend donc que des valeurs de f dans un voisinage arbitrairement petit de spec z,
c’est-a-dire du « germe de f au voisinage de specz. »

Si x est une fonction continue ou une fonction mesurable bornée, alors f(x) est la fonction f o .
On a donc démontré la proposition suivante.

Théoréme 6.4.2. Soit A une algébre de Banach complexe unifére et x € A. Soit T un voisinage
compact de specx. Le calcul fonctionnel holomorphe de x est l'unique morphisme d’algébres de Banach
uniféres de R(T') dans A qui transforme la fonction A — X\ en x. Pour toute fonction holomorphe sur
un voisinage ouvert U de specx et tout compact a bord orienté L entre specx et U, on a la formule

1 —
f@ = 5= [ )0
La derniére égalité résulte de la continuité de l'intégrale de Riemann.

Théoréme 6.4.3. Soit A une algébre de Banach unifére complexe, x € A et f holomorphe au
votsinage de specx.

(i) spec f(z) = f(specw).
(13) Si g est holomorphe au voisinage de spec f(z), g(f(z)) = (go f)(z).
(i4i) Si@: A — B est un morphisme d’algébres de Banach uniféres, f(p(z)) = o(f(z)).

Démonstration. Soit U le domaine d’holomorphie de f.

(7). Si A € C, il existe g holomorphe sur U tel que f(\) — f(t) = (A —t)g(t). Alors f(Nu — f(x) =
(M — x)g(x) : si Au — x n'est pas inversible, f(A\)u — f(z) n’est pas inversible. Réciproquement, si
A ¢ f(specz), A1 — f est inversible dans O(U) et donc A\u — f(z) est inversible.

(7i). Soit y = f(x). Soit T un voisinage compact de specy inclus dans le domaine d’holomorphie de
g. L’application g — (g o f)(x) est un morphisme d’algebres de Banach uniféres de R(7T') dans A qui
transforme la fonction A — A en y. Par unicité, c’est le calcul fonctionnel holomorphe de y : donc
go f(x)=g(y).

(i47). Le résultat est vrai si f € C(t)specs- S0it T C U un voisinage compact de specz. Le résultat
est donc vrai si f € R(T) par continuité du calcul fonctionnel holomorphe. O

Corollaire 6.4.4. Soit A une algebre de Banach unifére complexe et x € A. Si f est holomorphe au
voisinage de spect z et nulle en 0, alors f(0+z) € A.

Démonstration. Notons §: A — K le morphisme d’algébres de Banach unifeéres défini par (A +z) =
X. Alors 8(f(0+x)) = f(5(0+ ) = J(0) = 0. 0

Proposition 6.4.5. Soit E un espace de Banach compleze et x € B(E). Si \ est valeur propre
approchée de x associée da (vy,), alors f(\) est valeur propre approchée de f(x) associée d (vy) pour
toute fonction f holomorphe au voisinage de specx.

Proposition 6.4.6. Soit A une algébre de Banach unifére complexe. Soit U C C ouvert et f € O(U).
(1) L’ensemble Q des x € A tels que specx C U est ouvert.
(i1) L’application qui ¢ x € Q associe f(x) est continue et dérivable.
(1i1) Soit x € A et o = d(specxz,C\ U). Pour tout y € A tel que xy = yx et rs(y — z) < g, on a
yeq,

% 4(n)
s =3By oy (6:3)
n=0 :

et cette série converge normalement.

Démonstration. (i). Soit € Q et L un compact entre specz et U. La résolvante de z est continue
sur C\ L et nulle a I'infini : elle est donc majorée sur C\ L par un M. Si M|ly—z| <1let z € C\ L,

alors zu —y = (u —(y—z)(zu — z)fl) (zu — x) est inversible. Donc specy C L et y € Q.
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(i1). Soient x,y € et L un compact & bord orienté entre spec 2 U specy et U. Comme

(u—y) " = (u—a) (u—(y—a)eu—a)t)

X ) (6.4)
= Gu—a) M+ (- )(u—2) "+ oly — ),
10) =5 [ fG) ) s
aLl (6.5)
= 1@+ 5= [ HEGu—) =) —a) T dx oy —a).

(7i1). Soit T. le voisinage compact {A € C : d(\,;specz) < e} de specz. Soit o' < p et k tel que
|y — x)"||1/n < ¢’ pour n > k. Soit ¢ € ¢/, 0], € < 0— 0" et L un compact a bord orienté entre T .
et U.Sit €T et z € JL, |z —t| > ¢”. Par la continuité du calcul fonctionnel holomorphe, il existe
une constante C. telle que ||(zu — 2)"|| < Ce¢”~™. Comme (y — z)(zu — )" = (zu—z) "' (y — z),
(6.4) donne

oo

(u—y) ' =) (zu—2)" Yy —a)"

n=0
et cette série converge normalement. L’égalité (6.5) donne
— [ 1

10 =3 (557 [, F =" ae) -

Par la continuité du calcul fonctionnel holomorphe,

6.5 La résolvante

Théoréme 6.5.1. Soit A une algébre de Banach unifére et x € A.

(i) Le spectre de x est une partie compacte contenue dans le disque de centre 0 et de rayon rs(x).

(i) = a une valeur spectrale de module rs(x) : donc specx est non vide et rs(x) = | nax [A].
€specx
(iti) [lz" "™ —— rs(z).
n—roo

Démonstration. Considérons la fonction
f{peC:p=00up ' crésa} - A
p (1 —px) ™t

Elle est holomorphe et son développement en série entiere en 0 est > x"u™, dont le rayon de conver-
gence est r = liminf||z”||='/". Si r < oo, alors il existe u de module 7 tel que u~' € specz :
n—oo

donc )
liminf |2 |"/" > inf [|2"|"/" = rs(z) > = = lim sup [|2"||"/"
n—00 1 T n—00
et donc ||:C"||1/" converge vers rs(x). Si r = oo, Hx"Hl/n — 0 puisqu’alors
lim inf Hx”Hl/n = lim sup ||z"||1/" =0;
n—oo n— 00

donc aussi rs(z) = 0. Si specx était vide, alors la résolvante de x serait une fonction entiere, et elle
serait bornée puisqu’elle tend vers 0 a l'infini : par le théoreme de Liouville, elle serait constante et
donc nulle. C’est absurde. En particulier, si rs(z) = 0, 0 est valeur spectrale. O
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1/n 1/n

Remarque 6.5.1. La convergence de ||2™||"" vers inf ||z™| ™" est en fait un corollaire du fait suivant.
n>1

Si (an)n>1 est une suite de réels positifs qui est sous-multiplicative au sens que an4m < Gplm, alors
1/n 1/n

an — inf ay
n—oo n2xl1

Corollaire 6.5.2 (Théoréme de Gelfand-Mazur). Une algébre de Banach unifére complexe qui est
un corps est isomorphe a C.

Démonstration. Montrons que le morphisme d’algebres de Banach uniferes injectif

p: C— A
A= A,

est surjectif. Si z € A, specz est non vide : soit A € C tel que Au — x n’est pas inversible. Comme A
est un corps, Au — z = 0 et donc & = (). O

Corollaire 6.5.3. Soit A une algébre de Banach et x € A. Alors spec' z est une partie compacte
contenue dans le disque de centre 0 et de rayon rs(x), et 0+ x a une valeur spectrale de module rs(x).

6.6 Transformation de Gelfand

6.6.1 Caractere d’algebre
Définition 6.6.1. Soit A une K-algebre.

(i) L’ensemble des morphismes d’algebres de A dans K est noté spec’ A.

(77) On appelle caractére de A un morphisme d’algebres de A dans IK non nul. Le spectre (ou espace
de Gelfand) de A est spec A = spec! A\ {0}.

i11) Si A est une algebre involutive, on appelle caractére involutif de A un morphisme d’algebres

i1) Si A lgébre involuti 11 tére involutif de A hi d’algeb
involutives de A dans K non nul.

(iv) La transformée de Gelfand de x € A est la fonction #: spec A — K définie par &(w) = w(x).
La proposition suivante rend ces notations transparentes.

Proposition 6.6.1. Soit A une K-algebre.

(i) Si A admet une unité u, spec A est l’ensemble des morphismes d’algébres uniféres de A dans
K :spec A = {w € spec' A:w(u) =1}.

1

(ii) Si w € spec' A, il eviste un unique w' € spec A tel que w4 = w, défini par W\ + ) =

A+ w(x).
(131) Si A est une C-algébre involutive, w est un caractére involutif si et seulement si w(z) est réel
pour tout élément hermitien x.

Démonstration. (i). Si w € spec A, soit z € A tel que w(z) # 0. Comme w(z) = w(u)w(z), w(u) = 1.
(i1). Si w € spec! A et w! € spec A! est tel que w!|, = w, alors w!(1+0) = 1 par (i) et w*(0+ ) =
0+ w(x) et donc w (A + x) = A + w(z). Réciproquement, cette condition définit bien un morphisme

d’algébres uniféres de A! dans K.

T+ x* T —z*
et Imz =

(#41). Soit x € A. Alors x = Rex + iImx avec Rex = hermitiens. Comme

i
z* =Rez —ilmuz,

w(z*) =wRex) — iw(Imz) = w(Rez) + iw(Imz) = w(x).

o
Proposition 6.6.2. Soit A une algebre unifére. Alors
{Z#(w) : w € spec A} C specz.
Démonstration. Si &(w) = A, alors w(Au — x) = 0 et donc Au — x n’est pas inversible. O
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6.6.2 Idéal maximal

Définition 6.6.2. Soit A une algeébre et I un idéal de A.
(1) I est propre si I # A.
(#4) I est maximal si I est un élément maximal de ’ensemble des idéaux propres ordonné par
Vinclusion: I C J#A = I =J.

En particulier, un idéal de codimension 1 est maximal.

Proposition 6.6.3. Soit A une algébre unifére et I un idéal de A.
(i) I est propre si et seulement si I C A\ A7

(i) Tout idéal propre de A est inclus dans un idéal maximal.

Démonstration. (i). Si I contient un élément inversible z, ™'z =u e et A=1.
(77) résulte du lemme de Zorn appliqué & ’ensemble des idéaux propres de A qui contiennent I. [

Supposons que A est une algebre commutative unifere. Pour étudier la réciproque de la proposition
6.6.2, notons que si Au — x n’est pas inversible, cet élément engendre un idéal propre I de A. La
proposition suivant montre que si I est contenu dans un idéal de codimension 1, alors Au — = est
annulé par un caractére de A.

Proposition 6.6.4. Soit A une algébre commutative unifére. L’application w — kerw est une bijec-
tion de spec A sur l’ensemble des idéaux de codimension 1 de A.

Démonstration. Siw € spec A, ker w est bien un idéal de codimension 1. Soit I un idéal de codimension
let w: A — A/I lapplication quotient canonique. Si w € spec A est de noyau I, alors la factorisation
canonique w = @or définit un morphisme d’algébres uniferes w: A/I — K et donc &(u+1) =1: west
unique. Comme u ¢ I, A = Ku+ I et on peut définir un morphisme d’algebres uniferes ©: A/I — K
en posant @(Au+ I) = X : donc w = @ o 7 est un morphisme d’algébres uniféres de noyau I. O

6.6.3 Transformation de Gelfand d’une algébre de Banach complexe

Proposition 6.6.5. Soit A une algébre de Banach. Alors tout morphisme d’algébres w de A dans K
est continu et ||lw|| < 1.

Démonstration. Soit x € A. Alors spec' w(z) C spec' z; or specw(z) = {w(z)}. Donc |w(z)| <
rs(@) < . 0
Proposition 6.6.6. Soit A une algébre de Banach.

(i) spec! A est compact muni de la topologie induite par (Ba,w*). Donc spec A est localement
compact et son compactifié d’Alexzandroff est homéomorphe a spec' A avec 0 comme point d
linfini.

(ii) Si A est unifére, spec A est compact et 0 est un point isolé de spect A.

(#43) Pour tout x € A on a & € Go(spec A).

Démonstration. (i). On a spec' A = m {we A w(ry) — w(z)w(y) = 0}.
z,yeA

(i3). On a spec A = spec AN{w € A" :w(u) = 1}.
(i41). La topologie (Bas, w*) est la topologie la plus faible qui rend continues toutes les applications
Ba — K, I — I(x) lorsque « parcourt A. Si w =0, w(x) = 0. Donc

lim w(z) = 0. O

w—0
Définition 6.6.3. Soit A une algebre de Banach commutative. La transformation de Gelfand de A
est

4: A — %6o(spec A)
T (w — w(z))
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Proposition 6.6.7. Soit A une algebre de Banach commutative unifere complexe et I un idéal
mazximal. I est un espace vectoriel fermé de codimension 1.

Démonstration. Comme I est propre, I ne contient pas {u —x € A : ||z|| < 1} : donc d(u,I) = 1.
Mais alors d(u, I ) =1 et donc I est propre. Comme I est maximal, I = I. Montrons que I’algébre
de Banach A/I est un corps : alors A/I est de dimension 1 par le théoréme de Gelfand-Mazur. Soit
x € A\ I et cherchons y € A tel que zy+I=u+1.0r J={zy+2z:y € A,z € I} est un idéal parce
que A est commutatifet I & J :donc J =A et u e J. O

Théoréme 6.6.8. Soit A une algébre de Banach commutative compleze et x € A.
(i) spect z = {0} U {#(w) : w € spec A}.
(1) Si A est unifére, alors specx = {Z(w) : w € spec A}.

Démonstration. Si A est uniféere et A\u — = n’est pas inversible, alors Au — x engendre un idéal propre
inclus dans un idéal maximal qui est de codimension 1 et donc le noyau d’un caractére. Si A n’est pas
unifére, nous avons donc prouvé que spec! z = {w!(0+x) : w' € spec A'} = {w(x) : w € spect A} O

Proposition 6.6.9. Soit A une algebre de Banach complexe et x,y € A tels que Ty = yzx.
— spec! ¥ +y C spect x + specl y et spec! 2y C (spec! z)(spec! y).
— Si A est unifére, specx +y C specx + specy et spec xy C (specz)(specy).

Démonstration. Supposons que A admet une unité u. Soit B I’adhérence de I’algébre unifére engendrée
| , -1 7

par z, les (Au — )~ lorsque \ parcourt résx, y et les (Au —y)~ lorsque A parcourt résy : B est

une algebre de Banach commutative telle que spec, x = specg = et spec, y = specgy. De plus,

spec, £ +y C specg x+y et specy xy C specg xy. Pour tout w € spec B, on a w(x+y) = w(x) +w(y)

et w(zy) = w(z)w(y). Donc specy © +y C spec x + specg y et specy xy C (specy z)(specgy). O

Définition 6.6.4. On dit qu'une C-algebre involutive A est une algebre hermitienne si le spectre de
tout élément hermitien de A est réel.

Proposition 6.6.10. Soit A une algebre de Banach commutative involutive complexe. A est hermi-
tienne si et seulement si tous les caractéres de A sont involutifs.

Démonstration. Cela résulte de la proposition 6.6.1(iii) et du théoréme 6.6.8. O

Théoréme 6.6.11. Soit A une algébre de Banach commutative complexe. La transformation de

Gelfand 4 de A est un morphisme d’algébres de Banach. Soit x € A. Alors ||2|| = rs(z) et spec! x =

spec! &.

- Si A est une algébre unifére, 4 est un morphisme d’algébres uniféres et specx = spec .

- Si A est une algébre involutive hermitienne, 4 est un morphisme d’algébres involutives et l’image
de la transformation de Gelfand est dense dans 6o(spec A).

Démonstration. L’étude des algebres de fonctions continues a donné
spec! & = {0} U {&(w) : w € spec A}

et on a par définition

2] = sup [E(w)].

wespec A
Si A est unifére, alors spec A est compact et spec = {#(w) : w € spec A}. Si w; et wy sont deux points
distincts de spec A4, il existe z tel que wy(x) # wa(x) : donc im ¥ sépare les points de spec A. Notons
aussi que pour chaque w € spec A il existe z € A tel que &(w) # 0. Si A est une algebre involutive
hermitienne, alors w(z*) = w(x) pour tout w € spec A : donc z* = 2*. En particulier, im ¥ est une
sous-algebre involutive de %p(spec A) : elle est dense par le théoréme de Stone-Weierstrass. (|
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6.6.4 Spectre des algébres de groupe

Déterminons le spectre de ¢(Z). Soit  la suite dont tous termes sont nuls sauf le terme d’indice
1, qui vaut 1. Alors I'algebre pleine engendrée par x est dense dans ¢*(Z). Un caractére w de £*(Z)
est donc déterminé par w(z). Comme ||z|| = [|z7}|| = 1, w(x) € T. Réciproquement, si t € T, alors
wi: y — §(t) est un caractére tel que wi(x) = ¢. L’application

T — spec(*(Z)

t— wy
est donc bijective, et continue par définition de la topologie préfaible : §j est continue pour chaque y.

Comme T est compact, cette application est un homéomorphisme entre T et spec £}(Z) qui permet
d’identifier la transformation de Gelfand de ¢!(Z) avec la transformation de Fourier de Z. Si f est

—

une fonction holomorphe sur spec z, alors f(2) = f(x). On peut formuler notre résultat comme suit.

Théoréme 6.6.12 (théoréme de Wiener-Lévy). Soit x € €(T) une fonction dont la série de Fourier
converge normalement. St x ne s’annule pas, alors la série de Fourier de 1/x converge normalement.
Plus généralement, si f est holomorphe au voisinage de x(T), alors la série de Fourier de f o x
converge normalement.

Déterminons le spectre de L!(T). Notons e, la classe de la fonction ¢ — ". Alors l'espace vect{e, :
n € Z} des polynomes trigonométriques est dense dans L'(T). Un élément w € spec! L}(T) est

donc déterminé par (w(en)) ez Comme ey, * e;(s) = tk(fls)ldt = dgex(s) presque partout,
n

T
w(er)w(er) = w(eg x e;) = dw(er). Siw # 0, il existe k € Z tel que w(er) # 0. Alors on déduit
que w(eg) = 1 et w(e;) = 0 pour tout | # k. Réciproquement, si k € Z, alors wg: y — §(k) est un
caractere tel que wg(e;) = dg. L'application

7 — spec' LY(T)
wr sikeZ
k— .
0 sik=o0
est donc bijective, et continue puisque wi(y) = §(k) r) 0 pour chaque y. Comme Z est com-
—00

pact, cette application induit un homéomorphisme entre Z et spec L} (T) qui permet d’identifier la
transformation de Gelfand de I}(T) avec la transformation de Fourier de T.

Théoréme 6.6.13. Soit > ane, la série de Fourier d’une fonction intégrable. Si f est une fonction
holomorphe au voisinage de 0 nulle en 0, Y f(an)e, est la série de Fourier d’une fonction intégrable.

6.7 Algebre stellaire

6.7.1 Adjonction d’une unité

Proposition 6.7.1. Soit A une algébre stellaire. Alors il existe une norme pour laquelle A' est une
algebre stellaire.

Démonstration. Si A est unifere, alors

A' 5 Kx A
A+z—= (A Au+zx)

est un isomorphisme d’algébres de Banach involutives uniféres et il suffit de poser ||A + z| =
max(|A[, |Au + z||). Si A n’est pas unifere, soit L: A' — %(A) le morphisme d’algebres de Ba-
nach défini par Ly, (y) = Ay + zy et munissons A' de la semi-norme donnée par ||A + x| = ||Lasz||-
Or

[Latal =0 & VyeAly+ay=0
* _z _
& (A=0etax —0)0uVy€A< /\)y Y

o7



. AN € . P
Dans le premier cas, A + x = 0. Dans le deuxieme cas, Y serait une unité a gauche de A et alors
*

€ . s . . . i
X serait une unité & droite de A : mais alors A serait unifére. Donc A' est un espace de Banach.

De plus,
2 2 *
[Lat+zl” = sup [[Lasra(@)II” = sup [[(Lata(y)” Lata(9)ll
yEBA yEBA
= sup [[(\y" +y"z")(\y + 2y) ||
yEBA

= sup [|y" Liata)y Ota) @Il < I Lat2)* ey II-
y€EBA

et donc ||A + z||* < [|(A + 2)*(A+2)]|. La remarque 5.8.1 montre donc que A' est une algebre stellaire.

O
6.7.2 Elément normal et élément hermitien d’une algébre stellaire
Proposition 6.7.2. Soit A une algébre stellaire et x € A.
(i) Six est normal, |2 = ||z||* et rs(z) = ||z|.
(ii) Six est hermitien, spect x € R. Donc A est une algébre hermitienne.
Démonstration. (i). ||$2||2 = ||a*z* x| = |z*zatz|| = ||(z*2) (z*2)|| = ||z*z]® = ||=]|*. Donc
22" || = ||z||*" pour tout n et rs(z) = |z

(ii). Soit a + ib € spec! x et montrons que b = 0. Si X € R, alors a + i(b + \) est dans le spectre de
i\ + z relativement & A! et donc |a + i(b+ \)| < [|iX + z||. Donc

a® + 0%+ 200 + N < [id+al* = (A + 2) (A + )| = X + 23] <N+ [|27))
et a + b% + 2b)\ < ||22|| pour tout A € R : donc b = 0. O

Corollaire 6.7.3. Soit A une algébre involutive et B une algébre stellaire, et soit p: A — B un
morphisme d’algébres involutives. Alors ¢ est continu et ||p]| < 1.

Démonstration. On a spec! p(x) C specl z : si x est normal, ¢(z) est normal et ||p(z)]| = rs(p(z))

oA

rs(z) < |lal|. Si @ est quelconque, [p(x)|* = |p(z*)|| < [|2*z| < ||z

Cela montre qu'une algebre involutive admet au plus une norme d’algebre stellaire.

6.7.3 Permanence spectrale

Lemme 6.7.4. Soit A une algebre de Banach munie d’une unité u, B une sous-algébre fermée
contenant u et x € B. Alors specg x est la réunion de spec, x avec certaines composantes connexes
bornées de K \ spec 4 .

Démonstration. Comme la résolvante de x relativement a A est continue et A\ B est ouvert,
specgx \spec,z = {\erésaz: (Mu—z) " € A\ B}

est ouvert. Donc 'intersection de specp a2 avec chaque composante connexe C' de K \ spec, x est
ouverte et fermée dans C. O

Proposition 6.7.5. Soit A une algéebre stellaire, B une sous-algébre stellaire et x € B.
(i) speck z = specl; z.

(13) Si A admet une unité u et u € B, specp & = specy T.
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Démonstration. (i) résulte de (i7) par adjonction d’une unité.

(i4) Un élément inversible dans B est inversible dans A. Donc spec 4 & C specg 2. Réciproquement,
supposons d’abord que z est hermitien. Comme spec, z C R, C \ spec, x est connexe et donc
specp T = spec, x. Supposons x € B quelconque. Si x est inversible dans A, x* est inversible dans
A : alors za* et x*x sont inversibles dans A et comme ils sont hermitiens, il le sont dans B : il existe
Y,z € B tels que xz*y = u et zz*x = u. Donc z est inversible a gauche et a droite dans B : donc z
est inversible dans B. O

6.7.4 Théoréme de Gelfand-Naimark

Théoréme 6.7.6. Soit A une algébre stellaire commutative. La transformation de Gelfand 4: A —
%o(spec A) est un isomorphisme isométrique d’algébres de Banach involutives. Si A admet une unité

u, Y(u) =1.

Démonstration. Soit x € A. Comme A est commutative, x est normal et donc ||z| = rs(z) = ||Z||.
Donc ¢ est une isométrie et d’image fermée. Comme A est une algebre hermitienne, 'image de ¥ est
dense. O

Théoréme 6.7.7. Soit A une algébre stellaire unifére et x € A normal. Soit B l’algébre stellaire
unifere engendrée par x. Alors B est commutative et la transformée de Gelfand de x relativement a
B définit un homéomorphisme de spec B sur specz.

Démonstration. On a specx = specg x. La transformée de Gelfand de x relativement a B définit
une application continue surjective du compact spec B sur spec x. Montrons qu’elle est injective et
supposons que Z(wi) = 2(ws). Alors 7%(wy) = 2*(w1) = #(wy) = 2*(ws). Par conséquent, w et ws
coincident sur ’algébre des polynémes en z et x* qui est dense dans B. Donc w; = ws. Or I'application
réciproque d’une bijection continue entre compacts est continue. O

Corollaire 6.7.8. Soit A une algébre stellaire unifere et x € A normal. Il existe un unique morphisme
d’algébres involutives uniféres o de € (specx) dans A qui transforme la fonction t — t en x : c’est
le calcul fonctionnel continu de x. Le calcul fonctionnel continu est une isométrie et son image
est lalgébre stellaire unifére engendrée par x. Soit f une fonction continue sur specx : On note

@(f'specz) - f(:L')

Démonstration. Notons t la fonction ¢t +— t. Posons ¢(f) = 4~ 1(f o 2). Alors ¢ est un morphisme
d’algébres involutives uniféres isométrique et p(t) = ¢~1(2) = . Si ¢ est un morphisme d’algébres
involutives qui transforme t en z, alors ¢ est continu et pour toute fonction polynomiale f: ¢ —
S Y at't ona p(f) = 33 aizata*?. Or ces fonctions sont denses dans ¢ (spec z) par le théoréme
de Stone-Weierstrass. Donc ¢ est unique. o

Corollaire 6.7.9. Soit A une algébre stellaire et x € A normal.

(1) Soit B lalgébre stellaire engendrée par x. Alors B est commutative et la transformée de Gelfand
de x relativement a B définit un homéomorphisme de spec B sur spect z \ {0}.

(i) I existe un unique morphisme d’algébres involutives ¢: Go(spect z \ {0}) — A qui transforme
la fonction t — t en x : c’est le calcul fonctionnel continu de x. Son image est B. Soit f une
fonction continue sur spec' x\ {0} dont la limite en 0 vaut 0 : on note ©(f| e a\foy) = f(@).

Alors || f ()| = I F1-

Démonstration. (i). On a spect z = specyi (0 + z) et la transformée de Gelfand de 0 + 2 définit un
homéomorphisme entre spec B! et spec! x qui transforme le caractére wi: A+ + A en 0. Alors

0+ 2(w!) = &(w ) pour tout w! € spec B\ {wi}. La transformée de Gelfand de = est la restriction
de cet homéomorphisme a spec B.

(4i). On pose encore ¢(f) =4 ~!(f oZ) et on utilise que les fonctions polynomiales ¢ — Y > a;;t't?
sans terme constant sont denses dans 6y (spec! z \ {0}). O

Théoréme 6.7.10. Soit A une algébre stellaire unifére. Soit x € A normal et f € € (specx).
(1) spec f(z) = f(specz).
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(i4) Sig € €(spec f(z)), g(f(z)) = go f(x).

Démonstration. (i). Soit B lalgeébre stellaire unifére engendrée par . Alors

spec f(x) = specy f(z) = specy (speca) [ = f(spec ).

(i1). Soit y = f(x). L’application g — g o f(z) est un morphisme d’algébres involutives uniféres de
% (specy) dans A qui transforme ¢ en y. Par unicité, c’est le calcul fonctionnel continu de y : donc
go f(z) =g(y). O

Théoréme 6.7.11. Soient A et B deux algébres stellaires et p: A — B un morphisme d’algébres
involutives.

(i) Siz est normal et f € €o(spect z \ {0}), alors f(o(z)) = p(f(x)).
(i1) Si @ est injectif, alors ¢ est une isométrie.

Démonstration. Nous savons déja que ¢ est continu et ||¢|| < 1.

(). Les morphismes d’algébres involutives f — f(¢(x)) et f — ©(f(x)) coincident sur les fonctions
polynomiales en ¢ et t* sans terme constant qui sont denses dans %p(spec! z \ {0}).

(ii). Soit f la fonction de distance a speck o(z) \ {0}. Alors ¢(f(z)) = f(p(x)) =0 et f(x) =0 et
donc f est nulle sur spec! '\ {0}. Donc spect z C spech (). On en déduit que ||p(z)|| = ||z|| comme
dans la démonstration du corollaire 6.7.3. O

6.7.5 FElément positif d’une algébre stellaire

Lemme 6.7.12. Soit A une algébre et x,y € A. Alors spect zy = spec! yx.

Démonstration. Soit X # 0 tel que A — zy admet un inverse z dans A'. Alors

A —yx)(1 —yzz) = A — (\yzz + yx — yayzx)
=A—yA+z7 —ay)ze=A+0

et de méme (1 —yza)(A —yz) = A +0. O

Lemme 6.7.13. Soit A une algebre et x,y € A hermitiens. Si le spectre de x et de y est positif, alors
le spectre de x + y est positif.

Y est positif. On

Démonstration. Il suffit de montrer que le spectre de 1’élément hermitien z = i
peut supposer que ||z, ||y|| < 1. Alors spec! z, spect y C [0, 1] et donc spec 41 (1 — z),spec 41 (1 —y) C
[0,1]. Alors |1 —z||,||[1 —y|| <1let |1 —z|| <1.Doncspectzc{AeR:|1-)<1}=[0,2. O

Lemme 6.7.14. Soit A une algébre stellaire et x € A. Si le spectre de x*x est négatif, alors x = 0.

Démonstration. Comme le spectre de —x*z et de —xz™ est positif, le spectre de —z*x — xx™ est
positif. Or

'z +zz" = (Rex —iIlmz)(Rex + ilmz) + (Rex + ilma)(Rex — i Imx)
= 2(Rez)? + 2(Imz)°.

Donc le spectre de —(Rez)® — (Imz)” est positif. Comme le spectre de (Rez)” et de (Imz)”® est
positif, le spectre de —(Rex)” et de —(Imx)” est dans Rt "R~ = {0}. Donc Rez = Imz = 0 et
donc z = 0. O
Théoréme 6.7.15. Soit A une algébre stellaire et x € A. Les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) « est positif.
(1) x est hermitien et de spectre positif.
(ii1) Il existe y hermitien tel que x = y>.

On peut de plus supposer que y est positif et alors y est unique : c’est la racine carrée de x.
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Démonstration. (i) = (ii). Il suffit de montrer que si y € A, alors le spectre de z = y*y est positif.

Utilisons le calcul fonctionnel continu pour définir z; = max(z,0) et z_ = max(—z,0) : alors z =
2y — 22—, 242— = z_z4 = 0 et le spectre de z; et de z_ est positif. Il s’agit de montrer que z_ = 0.
Or (yz—)"(yz—) = 2z—(24 — 2_)z— = —23 et donc yz_ = 0 et alors 22 = 0. Donc 2_ =0 et 2 = z4.

(i4) = (iit) se démontre comme dans le cas oll z est un opérateur sur un espace de Hilbert. O
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Travaux dirigés A

Endomorphismes admettant un polynome annulateur
scindé

A.1 Cas particulier : les zéros du polynéme sont simples

Soit KK un corps commutatif. Soit E un K-espace vectoriel et x € £ (F). Supposons qu'il existe un

polynoéme de la forme
n

po:H(t*Ak) avec A\1,..., A\, € K
k=1

qui annule x : pg est scindé et tous ses zéros sont simples.

1. Soient
Iy: Kit] - K

p = p(Ak)

n formes linéaires. Montrer que lorthogonal de {l;}1<r<n dans K[t] est poK]t] :
Vke[l,n] I(p)=0 = polp

2. En déduire que les I restreints a KK,,_1[t] forment une base du dual de IK,,_1[t].

3. En déduire qu’il existe des polynémes p; tels que

1 sik=y

0 sinon.

lk(pj) = 0k; = {

4. Trouver une expression pour les p;.

5. Soit p € K[t] et r le reste de la division de p par po.

n
— Montrer que r = Zp()\k)Pk
k=1

— Montrer que p(z) = ZP()\k)Pk(m)-
k=1

6. Notons zj = pi(z). Montrer que
—apox; =08k #j,
n

- Zxk = 1d,
k=1

- xi = Tk.
Nous avons donc montré que z est diagonalisable : x est une combinaison linéaire de projections
associées.
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7. Montrer que F est la somme directe des noyaux des A\; Id —x et que xj est la projection sur
ker(\g Id —z) parallélement & € ker(); Id —z).
J#k
8. Soit A = K{Mh<k<n Palgebre des fonctions de { Mk }1<kgn dans K. Considérons

D A— Klz]
Fe Y FOw)an
k=1

Montrer que ® est un isomorphisme d’algebres tel que ®(1) = Id et ®(¢) = x, ou t désigne la
fonction A — A. ® est le calcul fonctionnel de x.

A.2 Cas général
Soit KK un corps commutatif. Soit E un K-espace vectoriel et x € £ (F). Supposons qu’il existe un
polynéme de la forme

T

Po = H(t—)\k)a" avec A\1,...,\, € Ket ay,...,a, € IN*
k=1

qui annule z : pg est scindé. Notons n = a1 + - - - + ..

1. Pour k € [1,7] et j € [1, ax — 1] soit
lij: ]K[t] - K
(4)
o 00
4!

Montrer que l'orthogonal des Ix; dans K[t] est poIK[t] :
Vke[[l,T]]VjE[[l,Oékfl]] lk]-(p):() < p0|p
2. En déduire que les I, restreints a K,,_1[t] forment une base du dual de K,,_1[t].
3. En déduire qu’il existe des polynémes py; tels que

1 sik=ketj=j
Uej (Prrjr) = O(k,j) (5.5) = {0

sinon.

r
4. Montrer que H (t = Ae)® | prro-

k=1
k£K

5. Soit p € K[t] et r le reste de la division de p par pp.
T2k () ()
— Montrer que r = Z Z mpkj

— Montrer que p(x Z Z PY ().

6. Considérons

f’—)ZZ pk; z).

k=1 j=0

Montrer que ® est un morphisme d’algébres tel que ®(1) = Id et ®(¢t) = =, ot 1 et ¢t désignent
respectivement les germes des fonctions A — 1 et A — X au voisinage de {\1,..., A }. D est le
caleul fonctionnel holomorphe de x. Notons ®(f) = f(x).
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10.

Notons x, = pro(z). Montrer que
—zpox; =0sik#j,
T

- Zxk = 1Id,
k=1

2
- T = Tk-

Mountrer que E est la somme directe des noyaux des (A Id —x)** et que xj est la projection

sur ker(A, Id —z)** parallelement & € ker(\; Id —2)*/.
J#k
Moutrer que pour tout f € &({A1,...,A.}) on a

U CTN0)) ‘
f(z) = Z (Z fT(!A’“)(x — e Id)J)xk.

k=1 \j=0

r
Soit d = Z Axxp et n=1x —d : d et n sont des polyndmes en x. Montrer que

k=1
- x=d+n,
— dn =nd,

— d est diagonalisable,
— n est nilpotente.
Montrer que d et n sont caractérisés par ces 4 propriétés.

65



Travaux dirigés B

Quelques opérateurs

B.1 Opérateur de multiplication a gauche
1. Soit A une algébre munie d’une unité u et considérons L: A — Z(A) définie par L,(y) = xy.
Montrer que L est un morphisme d’algébres uniféres injectif.
2. Montrer que L, est inversible si x est inversible.
3. Supposons que L, admet un inverse M.
a) Montrer que zM (u) = u.
b) Montrer que M (z) = M (u)z.

¢) Montrer que x est inversible.

B.2 Opérateur différentiel du premier ordre

1. Considérons I’équation différentielle linéaire du premier ordre

v qu=w
v(0) =0

oll ¢ € €[0,1] : il s’agit de trouver v € €1[0,1] en fonction du terme inhomogéne w € €0, 1].
Résoudre cette équation différentielle en introduisant une primitive p de q.

2. Soit E = {v € €1[0,1] : v(0) = 0} et notons tg: E — €[0,1] I'inclusion de E dans €0, 1].
Considérons 'opérateur différentiel

z: E— €]0,1]
v v + qu.
a) x est-il un opérateur borné?
b) Si on munit E de la norme définie par ||v||g = ||v'||, = est-il un opérateur borné ?

¢) Montrer que x est un opérateur inversible. Soit y = tgox™! € Z(€[0,1]). y est-il borné?

3. Montrer que %[0, 1] est un espace préhilbertien muni du produit scalaire défini par
1 —_
(v, w) = / o(t) (D) dt.
0

4. y est-il adjoignable ? Si c’est le cas, y est-il normal ?
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B.3 Opérateur de Volterra

1. Soit k € €(]0,1] x [0,1]). Pour tout w € €0, 1] soit

v(s) = AS k(s, t)w(t)dt.

Montrer que v est une fonction continue.
Noter que v(0) = 0. Trouver une condition générale sur k pour que v € [0, 1].

Conclure sur I'application linéaire y qui a w associe v, appelée opérateur de Volterra de
noyau intégral k.

Montrer que |v(s)| < s||k|| ||w]|-
n
Montrer que pour tout n € IN on a |[(y™(w))(s)] < S—'HkH"HwH
n!
Estimer la norme de y et de y™.
Calculer la norme de y. On pourra considérer les fonctions
k(s,t)
)= oY h € [0,1] et ch > 1.
W (1) G O]+ 1n pour chaque s € [0,1] et chaque n >

3. Quelles sont les valeurs propres éventuelles de y 7

4. Sil e %([0,1] x [0,1]), notons y; Popérateur qui & w € €[0, 1] associe la fonction définie par

o(s) = A (s, w(t) dt.

On montre comme précédemment que y; est un opérateur borné sur [0, 1] et que sa norme est

1
- I(s,t) dt.
Il = max [ 1(s.)

Supposons momentanément que [ est une fonction polynomiale & deux variables : il existe
N € N et apm € K tels que

I(s,t) = Z Z Arm s t™.

n=0m=0

Montrer qu’alors y;(w) est une fonction polynomiale de degré au plus N.
Montrer que y; est limite d’une suite d’opérateurs de rang fini.
Existe-t-il une fonction continue ! € ([0, 1] x [0, 1]) telle que y = y; ?

Montrer que pour tout € > 0 il existe [ € €([0, 1] x [0, 1]) telle que ||| < ||k et [[y—wi]| < e.
En déduire que y est limite d’'une suite d’opérateurs de rang fini.

B.4 Opérateur de multiplication sur /;(IN)

Soit (en)nen la base canonique de ¢5(IN) et soit = (z,,)nen une suite dans K.

1.
2.
3.

Dans quel cas existe-t-il un opérateur y borné sur ¢5(IN) tel que y(e,) = z, e, pour tout n € IN?

Calculer alors y(v) pour tout v € £o(IN).

Calculer 'adjoint de y; y est-il normal ? Donner des conditions nécessaires et suffisantes pour
que y soit hermitien, positif, unitaire.

Si € £x(IN), y est un opérateur borné. Soit ¢: £oo(IN) — B(¢2(IN)) application qui & z
associe y. Montrer que ¢ est un morphisme d’algebres involutives uniféeres.
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5. Soit & présent (T, ) un espace mesuré et x € £ (u). Si v est une fonction de carré intégrable,
montrer que la fonction zv est encore de carré intégrable. Montrer que si v ou x est une fonction
mesurable nulle presque partout, la fonction zv est aussi nulle presque partout. On en déduit
qu’on peut associer & tout € L>°(u) un unique opérateur y sur L?(u) tel que

(y(v)(t) = xz(t)v(t) presque partout.

a) Montrer que y est borné et estimer sa norme.

b) Montrer que Papplication ¢ qui & 2 associe y est un morphisme d’algébres involutives
uniferes.

¢) Montrer que ¢(x) est un opérateur borné inversible si et seulement si x est inversible.
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Travaux dirigés C

Opérateurs compacts

C.1 Opérateur de Volterra et opérateur de Fredholm sur %0, 1]

Soit k € €([0,1] x [0, 1]).
— On rappelle que 'opérateur de Volterra de noyau intégral k est 'opérateur xj défini par

2k (v)(s) = A " ks, tyo(t) dt.

Nous avons montré que z;, est un opérateur borné sur €0, 1] et que sa norme est

T = max/|k(s,t)|dt.
s€[0,1] Jo

— L’opérateur de Fredholm de noyau k est I'opérateur y; défini par

y(v)(s) = /0 k(s, £)o(t) dt.

On montre comme pour l'opérateur de Volterra que yj est un opérateur borné sur €0, 1] et que
sa norme est

1.

1
= k(s,t)|dt.
ol = max [ k(s 0)

Supposons momentanément que k est une fonction polynomiale & deux variables : il existe
N €N et apm € K tels que

Montrer que yx(v) est une fonction polynomiale de degré au plus N.

2. Montrer que yi est dans 'adhérence des opérateurs de rang fini.

3. Existe-t-il une fonction continue I € €([0,1] x [0,1]) telle que xp = y; 7
4. Montrer que pour tout € > 0 il existe I € €([0,1] x [0, 1]) telle que ||I]| < ||k]| et [Jzr — yi] <e.

5.

En déduire que xj est dans 'adhérence des opérateurs de rang fini.

On en déduit que xy et y, sont compacts. Comment peut-on démontrer cela directement ?

Munissons %[0, 1] du produit scalaire défini par

(v, w) = A o(t) (D) dt

et notons E 'espace vectoriel €[0,1] muni de la norme définie par ||’UH§ = (v,v). Montrer que zj, et
yr sont des opérateurs compacts de E dans €[0, 1].
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C.2 Opérateur de Fredholm sur 17([0, 1])

Soit k une fonction borélienne sur [0,1] x [0, 1] de carré intégrable. L’opérateur intégral de noyau k
est 'opérateur xj défini par

1
zk(v)(s) = /0 k(s,t)v(t) dt presque partout.

1. Montrer que si v € [2[0, 1], alors il existe une fonction mesurable v sur [0, 1] telle que (C.2) vaut
pour tout s hors d’un ensemble de mesure nulle.

2. Montrer que v est de carré intégrable et que I'opérateur y qui & w associe la classe de v est
borné.

3. Supposons momentanément que k est une fonction étagée : il existe des parties boréliennes Ay,
.eoy AN, B1, ..., By de [0,1] et apm € K tels que

k(S, t) = Z Z Anm XA, (S)XBm (t)

n=0m=0

Calculer xy (v).

4. Montrer que xj est dans 'adhérence des opérateurs de rang fini.

C.3 Opérateur de multiplication sur /,(IN)

Soit (e )new la base canonique de £5(IN). Soit & € £oo (IN) et soit y Popérateur défini par y(e,) = xneq.
1. Quel est le spectre de y 7
2. Quelles sont les valeurs propres et vecteurs propres de y 7

3. Pour quels x y est-il compact ?

C.4 Opérateur de multiplication sur 17(u)
Soit (T, 1) un espace mesuré. Soit x € £*°(u1) et y Vopérateur sur 1?(y) défini par
(y(v)(®)

x(t)v(t) presque partout.

1. Quel est le spectre de y 7
2. Quelles sont les valeurs propres et vecteurs propres de y 7

3. Pour quels z y est-il compact ?
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Travaux dirigés D

Probleme de Sturm-Liouville

D.1 L’équation des ondes
Soit (Ey) 'équation
v =X +w
(D.1)
v(0) =v(1) = 0.
1. Résoudre I’équation homogene associée, c’est-a-dire que w = 0. Pour quel A a-t-elle une solution
non nulle ?

2. Résoudre (Ep) et construire une fonction k: [0,1] x [0,1] — R telle que

(Eo) < v = Al k(- £ (t) dt.

3. Résoudre (E)). Décrire 'ensemble des solutions selon A.

D.2 Forme hermitienne d’une équation différentielle du deuxiéme ordre

Considérons I'équation Av” + Bv' + Cv = D sur lintervalle [a,b] avec A, B, C et D des fonctions
continues et A est strictement positive sur [a, b]. Déterminer des fonctions p, ¢ et w telles que cette
équation est équivalente a équation (pv') + qu = w.

D.3 Opérateur associé au probleme de Sturm-Liouville
Soit (Fy) I'équation

( (pv') +qv=r(lv+w)

av(a) + a'v'(a) =0 (D.2)

Bu(b) + 8/ (6) = 0
olt p € € |a, b] est strictement positive, ¢ € €[a, b] est réelle, le poids r € €|a, b] est strictement positif
et (o, '), (B,B) € R?\ {(0,0)} : il s’agit de trouver v € €>[a, b] en fonction du parametre A € C et
du terme inhomogéne w € €’[a,b]. Notons E le sous-espace de €’[a, b] formé des v € €2[a, b] tels que
av(a) + o'v'(a) = Bu(b) + V' (b) =0 et tg: E — €[0,1] inclusion de E dans €[0, 1]. Considérons
Popérateur différentiel

x: E — €Ja,b]
(pv)" + qu

. .

0N d

Munissons %’[a, b] du produit scalaire défini par

b
(v, w) = / W@ (r(t) dt).
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Ecrire le probléme de Sturm-Liouville en termes de .
x est-il borné?

Montrer que chaque espace propre de x est de dimension 1.

= W b =

Nous voulons montrer que A\ n’est pas valeur propre de x si A est suffisamment grand. Nous
allons seulement traiter le cas particulier o/ = 8’ = 0 et donc v(a) = v(b) = 0. Soit A > max 1
r

et supposons que v est un vecteur propre pour .
a) Montrer que si v'(a) = 0, alors v = 0.
b) Montrer que (pv’)’ est du signe de v
¢) Supposons que v'(a) # 0. Montrer que u est monotone.
d) Conclure.

Quitte a soustraire un multiple de 7 a g, ce qui ne change pas la nature du probléme, on peut supposer,
et nous allons le faire dans toute la suite du probleme, que 0 n’est pas valeur propre de z.

D.4 Fonction de Green

La fonction de Green associée au probléeme de Sturm-Liouville est une fonction k continue sur [a, b]
a valeurs réelles telle que
— ky: t s Kk(s,t) est €2 sur [a, 5] et sur [s,b] et satisfait I'équation (pv’)’ 4 qv = 0 sur chacun de ces
intervalles,
— ks satisfait les conditions aux limites awv(a) + o/v'(a) = 0 et Su(b) + 'v'(b) = 0,
1

— ks a des dérivées a droite et a gauche de s dont la différence vaut ﬂ
p(s
Pour construire cette fonction, procédons comme suit.
1. Montrer I'existence de fonctions réelles v, et v, non proportionnelles telles que
(pvl) + qua =0 (pvy) +quy =0
avg(a) + a'vl(a) =0 Bup(b) + vy (b) =0

2. Montrer que p(v,v; — vj,vp) est constant et non nul.
3. Construire k a partir de v, et vp.

D.5 Inverser z

1. Montrer que (z(v), ks) = v(s) pour tout v € E.

2. Montrer que v est solution du probleme de Sturm-Liouville avec A = 0 si et seulement si
b
o(s) = / ks, Oyw(t)r(t) dt. (D.3)

3. En déduire une expression de 1. Soit y = 1g o2~ € Z(€[a,b)). y est-il borné?
4. Soit A # 0. Ecrire le probléme de Sturm-Liouville en termes de .

5. Quel rapport y a-t-il entre valeurs propres de x et valeurs propres de y 7

D.6 1y est hermitien

1. Montrer la fonction de Green est symétrique : k(t, s) = k(s, t).
2. Montrer que y est hermitien.

3. Que peut-on dire alors des valeurs propres et des espaces propres de y et de x ?
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D.7 Opérateur intégral sur %|a,b]

Supposons dans cette question que k soit une fonction continue sur [a, b] X [a, b] quelconque.
1. Montrer que si w € €la, b], alors la fonction v définie par (D.3) est aussi dans €[a, b].
2. Soit y Popérateur qui a w associe v.
a) y est-il borné?
b) y est-il compact ?
¢) Que peut-on dire alors des valeurs propres et des vecteurs propres de y ?
d) Que peut-on dire des solutions w de 1’équation y(w) = Aw + v ?

D.8 Conclusion

Qu’avons-nous démontré au sujet de (Fy)?

D.9 Opérateur intégral sur [*[a, b

Supposons dans cette question que k soit une fonction de carré intégrable sur [a, b] X [a, b] quelconque.

1. Montrer que si w € I?[a,b], alors il existe une fonction mesurable v sur [a,b] telle que (D.3)
vaut pour tout s hors d’'un ensemble de mesure nulle.

2. Montrer que v est de carré intégrable et que I'opérateur y qui a w associe la classe de v est
borné.

3. y est-il compact ?

4. Que peut-on dire de la norme de y ?
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Travaux dirigés E

Algebre LI (R +*)

Exemple d’algébre 22. L’application ¢ — Int est un morphisme du groupe G = (R**,:) sur
le groupe (R,+) dont l'inverse est s +— e®. Munissons R™* de la mesure définie par p(A) =
m[s € R:e® € A], ot m est la mesure de Lebesgue sur R : c’est la mesure de Haar normalisée
de G. Si f est une fonction intégrable sur G, alors

[wa= [ eras= [TroF

/fstdt /fst /f S_lltt /f(t)dt
/ft‘dt/ft‘dt/f /f

Soit L' (G) I'espace de Banach des classes de fonctions intégrables sur (G, dp). Si z,y € L}G),

et siseQqG,

x*y(s):/Gx(t)y(t_ls)dt

existe pour presque tout s et définit un élément de L'(G) : c’est la convolée de x et y. Muni de la
convolution, L}(G) est une algébre commutative. L’application définie par

x*(t) = z(t~1) presque partout
est une involution de L'(G). Considérons I'application

Fa: LNG) = 6 (G)

x (:i": 19»—>/G:E(t)t“n”9dt).

Elle est bien définie par le théoréme de convergence dominée et le lemme de Riemann-Lebesgue. Z¢
est la transformation de Fourier du groupe localement compact G. On a encore

T y(0) = 2(9)i(0)
() = 7 (9) :

donc Z¢ est un morphisme d’algebres involutives de I}(G) dans %5(G). Son image est l'algebre
involutive des fonctions continues nulles en l'infini dont la transformée de Fourier est intégrable :
nous verrons qu’elle est dense dans 6,(G). Si z,1 € L}(G), alors

/GZ(t)fc(ﬁ)dt:/GZ(t)/Gz(t)t“nﬂdﬂ:/G(/GZ(t)t“nﬂ) z(t)dt:/ai(ﬁ)z(t)dt. (E.1)
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En considérant | comme une forme linéaire sur 6p(G), Z4(1) est donc la classe de I. On déduit de
(E.1) que si & = 0 alors z est dans 'orthogonal de I'image de Z¢ dans L'(G) et donc z = 0. Donc
Z ¢ est injective.

Si L}(G) avait une unité u, alors 4(9) = 1 pour tout ¥ € G, ce qui est impossible.

L’exemple 22 est 1'algébre de groupe du groupe localement compact (R**,-). La méme construction
peut étre faite dans tout groupe localement compact non nécessairement commutatif.
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Travaux dirigés F

Algebre du disque

F.1 Algebre du disque

1.

On note D = {t € C: |t| < 1} le disque unité fermé du plan complexe. Montrer que D est un
compact a bord orienté.

1
Soit y € €(T) et n € Z. On note §(n) = [ y(t)t~" dt. Montrer que §(n) = —— y() dz.
T 2im Jop 2" !

Soit & € €' (D) et posons y = x|. On veut montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) x € R(D).
(i7) x est holomorphe sur D.
(#it) Les coefficients de Fourier §(n) de y sont nuls pour n < 0.
)

(iv) x est limite uniforme de fonctions polynémes sur D.
a) Montrer que g(n) = lim / z(rt)t~" dt. En déduire que si 2 est holomorphe sur D, alors
r—1= JT
§(n) = 0 pour tout n < —1.

b) Supposons que §(n) = 0 pour tout n < —1. Montrer que pour tout ¢ > 0 il existe p € K][¢]
tel que I?aﬁdy(t) —p(t)] < e. En déduire que I?a]ng(t) —-p(t)] <e.
€ €

¢) Conclure.

. Notons &7 lespace des fonctions y € €' (T) dont les coefficients de Fourier §(n) sont nuls pour

n < 0. Montrer que 7 est une sous-algebre de € (T) et que 'application

v: R(D) —» o

T |y

est un isomorphisme isométrique d’algebres de Banach uniféres.

. Montrer que si x est une fonction continue sur ID holomorphe sur D dont le développement

oo

en série entiére en 0 est Z ant™, alors &(n) = a,. En déduire l'inverse ¢ de ¢. Montrer que
n=0
sir e [0,1[ et t € T, alors ¥(y)(rt) = (P x y)(¢t), ou P, est le noyau de Poisson défini par
2

1—r
P(t) = ——=.
© 11— rt|”

. Soit y € 7. Décrire le spectre de y.

. Montrer que lapplication définie par y*(t) = y(t~1) est une involution de 7. Que peut-on dire

du spectre d’un élément hermitien de o 7

Nous montrerons que le spectre de tout élément z de o7 est la réunion du spectre de x dans € (T) avec
toutes les composantes connexes bornées de C \ spece () © © c’est 'intérieur de la courbe paramétrée
définie par x dans le plan complexe.
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F.2 Unité approchée
Une unité approchée de L}(T) est une suite de fonctions continues u,, sur T telles que
(i) /un(t) dt = a(0) = 1,
T
(i7) les / |un (t)] dt sont uniformément bornés,
T

(#41) pour tout voisinage V de 1 dans T on a / [tn (8)|Lye (t) dt — 0.
T n—oo

1. Pour tout t € T, soit 7; 'opérateur défini sur L}(T) par (74(z))(s) = z(t~1s) presque partout.

a) Montrer que si z est une fonction continue, alors ma%|x(t_1s) —z(s)] 0
se —

b) Montrer que si x € L}(T), alors I'application qui & ¢ associe 7¢(x) est continue.
2. Soit (uy,) une unité approchée.

a) Montrer que si z € I}(T), u,, * ¥ —— x dans L}(T).
n—oo
b) Montrer que si @ € L°(T), u,, * © — x pour la topologie o(L>°(T), L!(T)).
n—oo

3. Montrer que pour toute suite de nombres r, € [0,1[ qui tend vers 1, (P, ) est une unité
approchée.

F.3 Algebre des fonctions holomorphes bornées du disque

On note H>®(ID) V'espace vectoriel des fonctions holomorphes sur D qui sont bornées, muni de la
norme du supremum.

1. Montrer que H*(D) est une algébre de Banach.
2. Soit € H>*(D) et notons y, la fonction définie par y,(t) = z(rt).
a) Montrer qu’il existe une suite de nombres 7, € [0, 1] telle que la classe de y, converge
vers un élément y € L°°(T) pour la topologie o(L>°(T), LI (T)).
b) Montrer que z(rt) = (P, x y)(t) pour tout r € [0,1[ et ¢t € T.
c¢) Montrer que la classe de y, tend vers y pour la topologie o (L (T), L} (T)) lorsque 7 tend
vers 1 par valeurs inférieures.
d) Montrer que les coefficients de Fourier §(n) de y sont nuls pour n < 0.

3. On note H*(T) le sous-espace vectoriel de L>°(T) formé des classes de fonctions y dont les
coefficients de Fourier §(n) sont nuls pour n < 0. Montrer que I’application qui & = associe
y construite a la question précédente est un isomorphisme isométrique d’algebres de Banach
uniferes.
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Projet de contrdle continu de mai 2005

Soit A une algébre de Banach unifére. Un élément p € A est idempotent si p> = p. Pour chaque
idempotent p, soit A, ’ensemble des pap lorsque a parcourt A et ¢, : A — A, .
a — pap
I. 1. Montrer que A, est une sous-algebre fermée de A.
2. Déterminer I'unité de l'algebre A,.
3. Comment munir A, d’'une norme qui en fait une algebre de Banach unifere ?
II. Soit p un idempotent et a un élément de A qui commute avec p : ap = pa.
1. Soit ¢ = 1 — p. Montrer que ¢ est un idempotent et que pg = 0.
2. Montrer que a est inversible dans A si et seulement si ¢,(a) est inversible dans A, et ¢q4(a) est
inversible dans A,.
3. Montrer que le spectre de a est la réunion des spectres de ¢,(a) et de ¢4(a).
ITI. Soit @ un élément de A et K une partie de spec a qui est a la fois ouverte et fermée dans speca :
il existe des voisinages de K et de L = speca \ K qui sont disjoints.
1. Montrer qu’il existe une fonction holomorphe x égale a 1 au voisinage de K et égale a 0 au
voisinage de L.
2. Soit p = x(a). Montrer que p est un idempotent et que ap = pa.
3. Soit A ¢ K. Montrer qu’il existe une fonction ¢ holomorphe au voisinage de speca telle que
Y(t) =1/(\ —t) pour ¢ dans un voisinage de K.
4. En déduire que spec ¢p(a) = K et spec ¢pq(a) = L, ol ¢ =1 — p.
5. Montrer que pour toute fonction holomorphe f au voisinage de K, f(¢p(a)) = qﬁp(f(a)), ou f
est n’importe quelle fonction holomorphe au voisinage de speca égale a f dans un voisinage de
K.
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Devoir a la maison en théorie des opérateurs du 26 mai 2005

La notation privilégiera celui qui traite des questions entieres : seules compteront pour la note les
sept questions les mieux traitées.

Ce probléeme étudie des notions analogues a l'injectivité et a la surjectivité d’un opérateur borné
dans une algebre de Banach unifére A (voir les questions 8 et 9.) Il donne des informations sur la
topologie de GL(A) qui contreviennent & l'intuition de la topologie de C (voir les questions 3.4 et 5.)
Il approfondit le phénomeéne de permanence spectrale vu en travaux dirigés (voir la question 7.)

Soit E une partie d'un espace topologique X. On note 9E = EN X \ E le bord de E. Si X est un
espace métrique et si z € JF, il existe une suite (z,,) dans E et une suite (y,) dans X \ E' qui tendent
vers .

Soit A une algébre de Banach unifere et x € A.

— x est inversible a droite (resp. d gauche) s’il existe y € A tel que zy = 1 (resp. yz = 1.) On note
z € A7' (resp. x € At

— z est un diviseur de zéro (un dz, par abréviation) a gauche (resp. a droite) s’il existe y € A\ {0}
tel que zy = 0 (resp. yz = 0.)

— x est un diviseur de zéro topologique (un dzt, par abréviation) d gauche (resp. d droite) s'il existe
une suite d’éléments y,, € A de norme 1 telle que zy,, — 0 (resp. y,x — 0.)

0. a) Montrer que si z admet un inverse a droite y et un inverse & gauche z, alors y = z et x est
inversible : GL(A) = A7 N A,
b) Montrer que si z est un dz a gauche, x est un dzt & gauche.
¢) Montrer que si z est un dzt & gauche, x n’est pas inversible & gauche.

1. Soit A l'algebre de Banach unifere commutative des fonctions continues 27-périodiques, muni
de la norme du supremum : A = €(R/27Z).

a) Montrer que si 'intérieur de 271(0) est vide, alors = n’est pas un dz. Réciproque ?
b) Montrer que si z s’annule, alors x est un dzt.
¢) Conclure.

2. Soit A le sous-espace vectoriel normé de € (R/27Z) formé des fonctions y dont les coefficients
de Fourier ¢(n) sont nuls pour n < 0.

a) Montrer que A est une algebre de Banach unifeére.

b) Nous avons montré dans le TD F que spec A est homéomorphe au disque unité fermé D de
C. Décrire la transformation de Gelfand 4: A — € (D) qui résulte de cette identification.

¢) Montrer que le seul diviseur de zéro de A est 0.

d) Montrer que la fonction x: A — ei* est un élément non inversible de A, alors que x n’est
pas un dzt.

3. Soit v: A — R définie par y(z) = inf{||zy|| : ||y| = 1}.
a) Montrer que x est un dzt a gauche si et seulement si y(z) = 0.
b) Montrer que |y(x1) — v(x)| < ||z1 — ]|
¢) Montrer que 'ensemble des dzt & gauche est fermé.
)

4. a) Montrer que si x; admet un inverse a droite z1 et que ||l — 21| < 1/||z1||, alors x est
inversible & droite : Agl est ouvert. De méme, A L est ouvert.
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b) Montrer que si « est limite d’éléments x,, ayant un inverse & droite z,, et que la suite des
|z || ne tend pas vers I'infini, alors x est inversible & droite.

c) Montrer que si z € aAgl, alors x est un dzt a gauche. De méme, si x € aAgl, alors z est
un dzt a droite.

5. a) Montrer que 9GL(A) C 9A;1 NOA "
b) Montrer que si z € IGL(A), alors = est un dzt & gauche et & droite.

¢) Montrer que I’ensemble des éléments qui ne sont ni inversibles ni dzt & gauche est ouvert.
De méme, ’ensemble des éléments qui ne sont ni inversibles ni dzt a droite est ouvert.

d) Montrer que si A € dspecz, alors A1 — z est un dzt & gauche et & droite.
e) Montrer que si le seul dzt a gauche ou a droite est 0, alors A = C1.
6. Supposons que A est une C*-algebre unifere.
a) Montrer que si  est autoadjoint non inversible, alors « est un dzt & gauche et a droite.
b) Si z est normal non inversible, montrer que
i. x*x n’est pas inversible ;
ii. x est un dzt a gauche et a droite.
7. Soit ¢ : A — B un morphisme d’algébres de Banach uniferes injectif et d’image fermée.
a) Donner la démonstration que ¢(GL(A)) C GL(B) et spec ¢(z) C spec x.
b) Montrer qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que ||¢(x)|| = ¢||z| pour tout = € A.
¢) Montrer que si z est un dzt & gauche, alors ¢(z) est un dzt & gauche.
d) Montrer que ¢(OGL(A)) C OGL(B).
e) Montrer que dspecz C Jspec ¢(x).
Dans la suite du probléme, X est un espace de Banach et A = B(X). Soit T € A.
8. a) Montrer que si T est injectif, alors T n’est pas un dz & gauche. Réciproque ?

b) Montrer que si T est injectif et d’image fermée, alors T n’est pas un dzt a gauche. Réci-
proque ?

¢) Montrer que si 'image de T est dense, alors T' n’est pas un dz a droite. Réciproque ?

9. a) Montrer que si T est surjectif, alors T' n’est pas un dzt a droite. Réciproquement, si T
n’est pas surjectif, la fin de la démonstration du théoreme de 'application ouverte montre
que n 'Bx ¢ T(Bx) pour tout n > 1.

i. En déduire des formes linéaires l,, de norme 1 telles que |I,,(T'(x))| < 1/n pour ||z|| < 1.

ii. Montrer que T est un dzt & droite.

=)

Conclure.

[N

)
¢) Montrer que ensemble des opérateurs injectifs et d’image fermée distincte de X est ouvert.
) Montrer que I’ensemble des opérateurs surjectifs non injectifs est ouvert.

e) Que signifient ces résultats lorsque X est de dimension finie ?

Indication : pour chacune des réciproques, on pourra considérer les opérateurs U;, de rang 1
définis par Uy, (z) = l(x)y, ou (l,y) € X' x X.
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Soit sgn la fonction signe : sgn(t) = {

Examen terminal en théorie des opérateurs du 30 mai 2005

-1 sit<O
1 sit>0.

Exercice 1. Un opérateur de multiplication.

1.

o G N

(2 points) Montrer que 1’égalité
(T'(x))(t) = sgn(t)x(t) presque partout

définit un opérateur borné sur L*(R) et calculer sa norme.

(1 point) Est-ce que T admet un polynoéme annulateur non nul ?

(1 point) T est-il compact ?

(2 points) Quelles sont les valeurs spectrales de T'?

(3 points) Quelles sont les valeurs propres de T'? Déterminer les espaces propres associés.

(4 points) Montrer que T est autoadjoint. Soit g une fonction continue sur le spectre de T'.
Calculer ¢(T).

Exercice 2. Un opérateur de convolution.

1.

A S

(2 points) Montrer que 1'égalité
(T())(t) = / sgn(t — s)a(s) ds

définit un opérateur borné sur €[—m,w] et calculer sa norme. Existe-t-il une fonction = non
nulle telle que | T(x)|| = |T|| ||=|| ?

. (1 point) Montrer que T'(x) est solution de I’équation différentielle linéaire du premier ordre

{y'(t) = 2x(t)
y(=m) +y(r) =0.

2 points) Décrire le noyau et I'image de T .

2 points) T est-il compact ?

Quelles sont les valeurs propres de T'7? Déterminer les espaces propres associés.

o L

(
(
(4 points
(

2 points) Quel est le rayon spectral de T'?

Exercice 3. Soit A l'algebre de Wiener : A est 'espace de Banach des fonctions continues 27-
périodiques sur R dont la série de Fourier converge normalement, muni de la norme définie par
x| = > jez [2(K)], et muni du produit défini par (zy)(t) = z(t)y(t). Notons ex(t) = ** pour k € Z.
Alors eg est 'unité de A.

1.
2.

(3 points) Montrer que A est une algébre de Banach unifére commutative.

(2 points) Trouver un morphisme d’algebres non nul de A dans C.

3. Soit ¢: A — C un morphisme d’algebres non nul.

a) (4 points) Question de cours. Quelle est la valeur de ¢(eg)? Démonstration. Est-ce que ¢
est continu ? Démonstration.
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b) (3 points) Soit A = ¢(e1). Calculer ¢(e_1) puis ¢(ex) pour tout k € Z. Montrer que || = 1.
1l existe donc ¥ € [0, 27 tel que A = el?.

c¢) (1 point) Soit 2 € A : 2 est la somme de sa série de Fourier ), _, &(k)ey. Calculer ¢(x).

d) (2 points) Décrire tous les morphismes d’algébres non nuls de A dans C.

4. (3 points) Soit x € A. Décrire le spectre de x. En déduire que si x ne s’annule pas, alors = est
inversible dans A : la série de Fourier de la fonction 1/z converge normalement.

5. Soit z € A et f une fonction holomorphe au voisinage du spectre de z. Nous voulons démontrer
que I'élément f(x), défini par le calcul fonctionnel holomorphe, est égal & f o x.
a) (2 points) Premiére démonstration. Déduire ceci de 1'unicité du calcul fonctionnel holo-
morphe.
b) (4 points) Deuxiéme démonstration. Exprimer I’élément f(x) défini par le calcul fonctionnel
holomorphe. Soit §; la forme linéaire sur A définie par & (x) = x(t). Calculer §;(f(x)).
Conclure.
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Controle continu en théorie des opérateurs du 4 mai 2006.

Exercice 1. Soit x 'opérateur de multiplication défini sur 'espace vectoriel €[0,1] par (x(v))(t) =
tv(t) pour tout v € €0, 1] et tout ¢ € [0,1].
1. Calculez la norme de z.
2. Trouvez les valeurs propres de x.
3. Calculez le spectre de .
Exercice 2. Soit A une algébre munie d’une unité w. Un élément = € A est idempotent si x> = z.
Un élément y € A est une symétrie si y> = u.
1. Soit y une symétrie.
a) Déterminez les projecteurs spectraux x associés a y.
b) Quel rapport y a-t-il entre le spectre de y et le spectre de x 7

2. Proposez un espace vectoriel E et trois opérateurs distincts x1, x5 et x3 sur E qui sont idem-
potents. Déterminez les valeurs propres de ces trois opérateurs.

3. Que peut-on dire du spectre d’un élément idempotent ?
4. Que peut-on dire du spectre d’'une symétrie ?

5. Soit 2 un élément idempotent de I'algébre € (T) des fonctions complexes continues sur le groupe
T des nombres complexes de module 1, munie de la multiplication des fonctions.

a) Quelles valeurs la fonction x peut-elle prendre ?
b) Quels sont les idempotents de €(T) ?
6. Soit z un élément idempotent de l'algebre £!(Z) munie de la convolution.

a) Que peut-on dire de la transformée de Fourier de z (c’est-a-dire de la somme de la série
de Fourier dont les coefficients sont les termes de x) ?

b) Quels sont les idempotents de £*(Z)?
7. Soit z un élément idempotent de I'algebre L' (T) munie de la convolution.

a) Que peut-on dire de la transformée de Fourier de x (c’est-a-dire de la suite des coefficients
de Fourier de z) ?

b) Quels sont les idempotents de L!(T) ?

Exercice 3. Soit E un espace de Hilbert. Soit « une isométrie non surjective de E : on a ||z(v)| = ||v]|
pour tout v € E et imz # E.

1. Soit z* I'adjoint de x. Calculez x* o .
Que peut-on dire au sujet de x o z*?
Montrez qu’il existe un élément eg € E de norme 1 et orthogonal a im x.
Posons e,, = 2™(eg) pour tout n > 1. Montrez que eq est orthogonal & e,, pour tout n > 1.
Montrez que les e,, n > 0, forment un systéme orthonormé.
Montrez que z*(eg) = 0.
Montrez que z*(e1) = eo.

Calculez z*(e,,) pour tout n > 1.

© 2 N oA WD

Montrez que tout nombre A de module strictement inférieur a 1 est valeur propre de x*.

>—~
e

Que peut-on dire du spectre de x 7
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Exercice 4. Soit T le groupe des nombres complexes de module 1. Si v et w sont deux classes de
fonctions complexes intégrables sur T, on définit la classe v * w d’une fonction intégrable sur T en
posant

vxw(s) = / v(t)w(t™'s) dt presque partout.
T

Soit L}(T) l'algebre involutive des classes de fonctions complexes intégrables munie du produit de
convolution * et de I'involution définie par

x*(t) = x(t~1) presque partout.

L’espace vectoriel L (T) est un espace de Banach muni de la norme définie par

]l = A (1) dt = / [2(e279)] ds.

Soit z € L}(T). Pour tout n € Z, on note #(n) = / x(t)t™" dt et e, la classe de la fonction t — t™.
T

1. Justifiez pourquoi on définit un opérateur borné y sur L!(T) en posant y(v) = x * v pour tout
v € L(T). L'opérateur y est 1'opérateur de convolution avec x sur L}(T). Que peut-on dire sur
la norme de y ?

2. Soit p: L}(T) — L(L}(T)) l'application qui & = associe y. Montrez que ¢ est un morphisme
d’algebres.
3. Soit v € L}(T). Calculez y/(v\)
4. Soit A une valeur propre de y associée au vecteur propre v.
a) Montrez que A € {&(n) : n € Z}.
b) Que peut-on dire du vecteur propre v lorsque A = &(n) ?
Montrez que y(e,) — 0.
L’opérateur y est-il inversible ?

Que peut-on dire du spectre de y 7

®© N o o

Le dual de L' (T) est identifié avec I'espace de Banach L*°(T) des classes de fonctions boréliennes
bornées.

a) Calculez l'opérateur y' transposé de y.

b) Que peut-on dire du spectre de y'?
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Examen terminal en théorie des opérateurs du 26 mai 2006

Probléme. Soit T le groupe des nombres complexes de module 1. Soit I?(T) I'espace de Hilbert des
classes de fonctions complexes de carré intégrable sur T, muni du produit scalaire défini par

(v, w) Av(t)mdt[)lv(e%is)mds.

1

Pour tout n € Z, on note 9(n) = / vt dt = / v(e?™)e 2" 45 et e, la classe de la fonction
T 0
t+— t". Nous avons vu que (ey),, o7 est une base hilbertienne de L?(T).

1. Montrez qu’on définit une isométrie x sur L?(T) en posant z(v) = ey - v, c’est-a-dire (z(v))(t) =
tv(t) pour tout v € I?(T) et presque tout t € T : = est l'opérateur de multiplication par e;.

2. Calculez z(e,) pour tout n € Z.
3. Calculez z™ pour tout n € Z.

4. Soit p € C[t] un polyndéme. Montrez que p(x) est I'opérateur de multiplication par la fonction
polynomiale définie sur T par ¢t — p(t).

5. Soit f une fonction holomorphe au voisinage de {z € C: |z| < 1}.
a) Pourquoi Popérateur de multiplication par f| est-il borné sur I(T) ?

b) Montrez que f(x) est 'opérateur de multiplication par f].

m) (o
¢) Soit Z fif)z" le développement en série entiere de f en 0.
n!

i. Quel rapport y a-t-il entre £ (0) et m(n) ?
ii. Calculez ((f(z))(en), em) pour tout (n,m) € Z2.
6. Calculez I'adjoint de x.

7. Est-ce que x est normal 7 Est-ce que x est hermitien 7 Est-ce que = est unitaire ? Que peut-on
en déduire pour le spectre de x 7

8. Montrez que si A € specz, alors il existe des éléments v, de norme 1 dans I?(T) tels que
x(vn) — vy, — 01 X est une valeur propre approchée et (vy,) est un vecteur propre approché de
T pour A.

9. Siv e I(T) et s € T, notons v, 'élément défini par v,(t) = v(st) pour presque tout t € T.
a) Montrez que ||vg|| = ||v]|.
b) Montrez que ((v))s = sx(vs).
10. Montrez que si A\ est valeur spectrale de x, alors tout nombre complexe de module A est valeur
spectrale de .

11. Calculez le spectre de z.

12. On note H?(T) le sous-espace vectoriel de 1?(T) formé des éléments v tels que 9(n) = 0 pour
n < —1: H3(T) est un espace de Hardy.

a) Montrez que H?(T) est un sous-espace fermé de I?(T). On note P la projection orthogonale
de I?(T) sur H3(T).

b) Montrez que (ey), o est une base hilbertienne de H?(T).

¢) Notons B: ¢*(IN) — H?(T) Popérateur défini par B((an)nen) = 2.,c Gn€n. Quel est
I'inverse de B 7
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13.
14.
15.
16.

17.

Montrez que H?(T) est stable par x. Notons y = |2y la restriction de x a H2(T).
Décrivez 'opérateur B~! oy o B (c’est-a-dire la matrice de y pour la base (ey), c-)
Calculez ’adjoint de y.

Est-ce que y est normal? Est-ce que y est hermitien ? Est-ce que y est unitaire? Peut-on en
déduire des informations sur le spectre de y 7

Soit f une fonction holomorphe au voisinage de {z € C : |z| < 1}.
a) Montrez que H?(T) est stable par f(z).
b) Calculez f(y).
¢) Soit Y a,z™ le développement en série entiere de f en 0. Décrivez la matrice de f(y) pour

la base (en),cn-
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Controle continu en théorie des opérateurs du 30 mai 2006

Probléme. Soit A une algebre de Banach complexe munie d’une unité u. Soit exp: C — C la fonction
exponentielle : elle admet comme développement en série entiére en 0

o0 n

z
e” = E —.
n!

n=0
Comme exp est une fonction entiere, on peut définir e* pour tout x € A par le calcul fonctionnel

holomorphe et on a
o0 1'"
e’ = E —|
= n!

Le but de ce probleme est de déterminer les éléments x € A tels que e® = u.

1. Rappelez quels sont les nombres complexes z tels que e* = 1.

2. Soit = un idempotent de A : on a 2 = z. Calculez e?!™*.
3. Soient x et y deux éléments de A tels que zy = yx.

a) Montrez que e®e¥ = e*1V.

b) Montrez que e” est inversible.

¢) Montrez qu’il existe une fonction entiére f non nulle en 0 telle que e* — 1 = zf(z) pour
tout z € C.

d) En déduire que et — e* = %y f(y).
e) Supposons que e = e¥ = u. Que vaut e**Y?
4. Soit n > 1 et soit x un élément de A dont le spectre est la réunion de n parties compactes
disjointes K1,..., K.
a) Montrez qu’il existe des ouverts disjoints 771, . .., T, tels que T} est un voisinage de K; pour
chaque l € {1,...,n}.
b) Pourquoi les fonctions fi,..., f, définiessur T =T U--- U T, par

filz) = pour chaquel € {1,...,n}

0 sinon

{1 sizeT

sont-elles holomorphes dans T'? Calculez f1 + -+ + f, et fifm pour (I,m) € {1,..., n}Q.

c¢) Posons e; = fi(x) pour chaquel € {1,...,n}. Montrez que ce sont des idempotents associés
au sens que e; = e; pour chaque l € {1,...,n}, e; +- - +e, = u et e;e,,, = 0 pour | # m.

d) Soit ¢: €{1,...,n} — A lapplication définie par ¢(g) = g(1)e1 + -+ g(n)en,.
i. Montrez que ¢ est un morphisme d’algebres de Banach uniferes.
ii. Rappelez quel est le spectre d’un élément g € €{1,...,n}.
iii. Soient z1,...,z, € C. Montrez que speczie; + - + zpe, = {21,...,2,} et que pour
toute fonction h holomorphe au voisinage de {z1,...,2,} on a

h(zlel + 4 znen) = h(zl)el —+ 4 h(zn)en

e) Supposons que pour chaque ! € {1,...,n}, K est le singleton {z;} et soit & = z1e;+--- +
Zn€n.
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i. Trouvez une fonction h holomorphe au voisinage de spec x telle que & — x = h(z).
ii. Montrez que spec(Z — x) = {0}.
iii. A-t-on en général & = x? Motivez votre réponse.
5. Soit x € A tel que e* = w.
a) Que peut-on dire du spectre de x ?

b) Pourquoi le spectre de = est-il un ensemble fini? Soit n son cardinal et notons z1, ..., z,
ses éléments, et posons K; = {z;} pour chaque l € {1,...,n}.

¢) En utilisant les notations de la question 4, soit & = z1e1+- - -+ 2z, e,,. Nous voulons montrer
que T = x. Soit y =7 — .

i. Calculez e®.

ii. Utilisez la question 4.e.ii pour montrer que f(y) est inversible, ou f est la fonction de
la question 3.c.

iii. Déduisez-en que y = 0.

6. Caractérisez les éléments x € A tels que e® = u. (Vous pourrez utiliser les questions 2, 3.e et
5.c.)

7. Voici une autre démarche pour la question 2. Soit z un idempotent de A et soit ¢: C — A
Papplication définie par (\) = Ax.

a) Montrez que 1 est un morphisme d’algebres.

b) Montrez que pour toute fonction holomorphe h au voisinage de {0} U spec z nulle en 0 on
a h(x) = h(1)z.

c¢) Appliquez ce résultat avec h: z — e% — 1.

8. Soit A = .#5 1'algebre des matrices 2 x 2.
a) Déterminez deux idempotents x et y de A tels que zy # yx.
b) Est-ce que e?™(@+y) —1d?
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Examen terminal en théorie des opérateurs du 26 juin 2006

1. Soit E un espace de Banach et y € Z(F). On note y’ € AB(E’) opérateur transposé de y défini
par y'(I) = Loy pour tout [ € E’. Si S est une partie de E, on note S+ = {l € E' : Vv €
S l(v) =0}. Si S est une partie de E’, on note S; ={ve E:Vle S i(v) =0}.

(v)
a) Quel rapport y a-t-il kery et imy’ ? Démontrez-le.
b) Q

)

C

uel rapport y a-t-il kery’ et imy ? Démontrez-le.
Montrez que si y est surjectif, alors ¥’ est injectif.
d) Montrez que si ¢’ est injectif, alors y est d’image dense.

2. Soit A une algebre de Banach munie d’'une unité u et soit x € A. Soit y 'opérateur de multi-
plication & gauche par x défini par y(v) = zv pour tout v € A.

a) Montrez que y € #(A) et calculez ||y]|.

b) On note A~! I'ensemble des éléments inversibles de A. Montrez que A~! contient la boule
ouverte de centre u et de rayon 1.

¢) Supposons que y' est injectif. On veut montrer que y est surjectif.
i. Montrez que 'image de y contient un élément inversible.
ii. Montrez que y est surjectif.
3. Soit A = ({1(Z),+, *) l'algebre de Banach unifére des séries bi-infinies complexes absolument
o0
convergentes x = (2,),, 4, munie de la norme définie par |z| = Z |z,| et du produit de

n=—oo

convolution défini par

(x*xv), = Z TiUp—g = Z Tp—jV; = Z Tiv;j. (g.1)

i=—00 j=—00 i+j=n

oo
La transformée de Fourier de z € A est la fonction & € €' (T) définie par Z(t) = Z xnpt™. Si
n=—00

x € A, on note & I’élément défini par &, = x_,,. L’application

(7)) — A

o0

I <<z, Ve o)=Y lnxn)
n=—o0
est une isométrie surjective qui permet d’identifier le dual de A avec l'espace de Banach ¢*°(Z).
a) Rappelez quelle est 'unité u de A.
b) Montrez que z*v est un élément de £°°(Z) bien défini par 1’équation (g.1) lorsque = € ¢1(Z)
et v € (°(Z).

¢) Soit ¢ € A et y 'opérateur de convolution par x défini par y(v) = x * v pour tout v € A.

i. Montrez que y est surjectif si et seulement si x est inversible.

ii. Montrez que si z est inversible, alors y est injectif.

iii. On s’intéresse a la réciproque : on veut savoir si x est inversible lorsque y est injectif.
— Montrez que si x est inversible, alors & ne s’annule pas. Que pensez-vous de la
réciproque ?
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— Montrez que si le noyau de y contient un élément v non nul, alors & s’annule sur
une partie de T d’intérieur non vide. Que pensez-vous de la réciproque?
— Montrez par un exemple que y peut étre injectif sans étre surjectif.

iv. Montrez que y’ est Popérateur de convolution par & défini par y’(l) = & = | pour tout
lel>(Z).
d) Soit z € A et T Popérateur de convolution par x défini par T'(l) = x*l pour tout | € £>°(Z).

i. Montrez que T est 'opérateur transposé d’un opérateur y € %(A) que on détermi-
nera.

ii. Montrez que T est surjectif si et seulement si x est inversible.
iii. Montrez que si z est inversible, alors T' est injectif.
iv. Montrez que si T est injectif, alors z est inversible.

v. On a donc montré sans utiliser la théorie de Gelfand que si x n’est pas inversible,
alors il existe | € £>°(Z) telle que = *x I = 0. Comment le théoréme de Wiener-Lévy
permet-il de démontrer directement que si x n’est pas inversible, alors il existe une
suite [ bi-infinie de nombres complexes de module 1 telle que x x[ =07
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