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Introduction historique

Voici le point de départ historique de la théorie des opérateurs : le problème de Sturm-Liouville��
�

(pv′)′ + qv = r(λv + w)

αv(a) + α′v′(a) = 0

βv(b) + β′v′(b) = 0

(1)

où p ∈ C 1[a, b] est strictement positive, q ∈ C [a, b] est réelle, le poids r ∈ C [a, b] est strictement
positif et (α, α′), (β, β′) ∈ R2 \ {(0, 0)} : il s’agit de trouver v ∈ C 2[a, b] en fonction du paramètre
λ ∈ C et du terme inhomogène w ∈ C [a, b]. L’équation homogène associée est l’équation (1) avec
w = 0. Sturm a montré en 1836 que les λ pour lesquels l’équation homogène a une solution non nulle
forment une suite de nombres réels qui tend vers −∞ ; si λ n’est pas un terme de cette suite, alors la
solution de l’équation (1) est de la forme

v(s) = � b

a
k(s, t)w(t)(r(t) dt). (2)

Notons E l’espace vectoriel des v ∈ C 2[a, b] tels que αv(a)+α′v′(a) = βv(b)+β′v′(b) = 0. En langage
moderne, la suite des λ est formée des valeurs propres de l’opérateur différentiel

x : E → C [a, b]

v 7→ (pv′)′ + qv

r
.

C [a, b] est un espace préhilbertien si on le munit du produit scalaire défini par

〈v, w〉 = � b

a
v(t)w(t)(r(t) dt).

Notons ‖v‖2 = 〈v, v〉1/2. Si λ ∈ R n’est pas valeur propre, nous allons montrer que l’opérateur x− λ
admet un inverse à gauche y de la forme

(y(w))(s) = 〈w, k(s, ·)〉 = � b

a
k(s, t)w(t)(r(t) dt).

avec k ∈ C ([a, b] × [a, b]) réelle et symétrique : y est un endomorphisme hermitien de l’espace préhil-
bertien C [a, b]. On dit que y est un opérateur intégral de noyau intégral k. Les valeurs propres µ non
nulles de y sont les inverses des valeurs propres de x− λ : nous allons démontrer que seul un nombre
fini d’entre elles sont positives et qu’elles forment une suite réelle qui tend vers 0 par valeurs néga-
tives ; les espaces propres associés sont de dimension 1 et il y a donc (à multiplication par un nombre
complexe de module 1 près) exactement une fonction propre wµ associée à µ telle que ‖wµ‖2 = 1. De
plus, la suite des wµ forme une base hilbertienne orthonormée de l’espace préhilbertien C [a, b].
Considérons le cas particulier a = 0, b = 1, p = r = 1, q = 0, α′ = β′ = 0, c’est-à-dire�

v′′ = λv + w

v(0) = v(1) = 0.
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Alors les valeurs propres de x sont les −n2π2 avec n ∈ N∗ de fonction propre associée vn(s) =√
2 sin(nπs). L’inverse à gauche de x est l’opérateur intégral de noyau

k(s, t) =

�
(s− 1)t si 0 6 t 6 s

(t− 1)s si s 6 t 6 1
= st− min(s, t).

Pour toute fonction w ∈ C [a, b], on a

���w −
N�

n=1

〈w, vn〉vn

���
2

−−−−→
N→∞

0

et la solution de l’équation différentielle linéaire du deuxième ordre v′′ = w avec condition aux bords
v(0) = v(1) = 0 est donc la fonction

v(s) = � 1

0
k(s, t)w(t) dt =

N�

n=1

−1
n2π2

〈w, vn〉vn.

Pour résoudre cette équation différentielle, il est donc très utile de calculer la suite des coefficients
〈w, vn〉. Cette remarque est à l’origine de l’analyse de Fourier.
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Premier chapitre

Définition d’une algèbre

1.1 Définition d’une algèbre

Définition 1.1.1. Soit K un corps commutatif.

(i) Une algèbre sur K est un K-espace vectoriel A, muni d’une application K-bilinéaire

A×A → A

(x, y) 7→ xy

appelée la multiplication dans A, qui est associative. La multiplication dans A satisfait donc

λ(xy) = (λx)y = x(λy)

(x + y)z = xz + yz

x(y + z) = xy + xz

x(yz) = (xy)z

pour tous x, y, z ∈ A et λ ∈ K.

(ii) Lorsque la multiplication dans A admet un élément neutre u, c’est-à-dire que

ux = xu = x

pour tout x ∈ A, on dit que u est l’unité de A et que A est une algèbre unifère.

(iii) Soit A une algèbre munie d’une unité u. Un élément x ∈ A est inversible s’il existe y ∈ A tel
que xy = yx = u. On note alors y = x−1. L’ensemble des éléments inversibles est noté A−1.

(iv) Lorsque la multiplication dans A est commutative, c’est-à-dire que

xy = yx

pour tous x, y ∈ A, on dit que A est commutative.

(v) Étant données deux K-algèbres A et B, on appelle morphisme d’algèbres de A dans B une
application linéaire ϕ : A → B telle que ϕ soit multiplicative :

ϕ(xy) = ϕ(x)ϕ(y)

pour tous x, y ∈ A. Si A et B sont unifères et ϕ transforme l’unité de A en l’unité de B, on dit
que ϕ est un morphisme d’algèbres unifères.

(vi) Un sous-espace vectoriel B de l’algèbre A est une sous-algèbre si xy ∈ B pour tous x, y ∈ B.

(vii) Un sous-espace vectoriel B de l’algèbre A est un idéal si xy, yx ∈ B pour tout x ∈ A et tout
y ∈ B.
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Remarque 1.1.1. A est une algèbre unifère si et seulement si A est un anneau et

ϕ : K → A

λ 7→ λu

(1.1)

est un morphisme d’anneaux, où u est l’unité de l’anneau A.

Exemple d’algèbre 1. Le corps commutatif K muni de la multiplication donnée par la structure
de corps est une algèbre commutative sur K dont l’unité est 1.

Les corps que nous allons effectivement considérer dans ce cours sont le corps R des nombres réels
et sa clôture algébrique, le corps C des nombres complexes. Mais nous essaierons de ne pas exclure
d’autres corps, comme le corps fini Z/pZ avec p un nombre premier, si ce n’est pas nécessaire.

Remarque 1.1.2. Si A admet une unité à gauche u1 :

u1x = x pour tout x ∈ A

et une unité à droite u2 :
xu2 = x pour tout x ∈ A,

alors u1 = u2.

Remarque 1.1.3. Si x admet un inverse à gauche y1, c’est-à-dire que y1x = u, et un inverse à droite
y2, c’est-à-dire que xy2 = u, alors y1 = y2.

Remarque 1.1.4. Le noyau d’un morphisme d’algèbres est un idéal ; son image est une algèbre.

Exemple d’algèbre 2 (la multiplication triviale). Soit A un K-espace vectoriel quelconque. Alors
la multiplication définie par xy = 0 quels que soient x, y ∈ A munit A d’une structure d’algèbre
commutative. Si A 6= {0}, A n’est pas unifère.

Proposition 1.1.1. Si ϕ : A → B est un morphisme d’algèbres unifères et x ∈ A est inversible, alors
ϕ(x) est inversible et ϕ(x)−1 = ϕ(x−1).

Démonstration. Si x est inversible, alors

ϕ(x−1)ϕ(x) = ϕ(x−1x) = ϕ(uA) = uB

et aussi ϕ(x)ϕ(x−1) = uB.

1.2 Définition d’une algèbre involutive

Définition 1.2.1. Soit K un corps commutatif muni d’une morphisme de corps involutif λ 7→ λ̄,
qu’on appellera conjugaison :

λ+ µ = λ̄+ µ̄, λµ = λ̄µ̄, λ̄ = λ.

(i) Soit A une K-algèbre. Une involution de A est une application semilinéaire, antimultiplicative
et involutive x 7→ x∗ de A dans A :

(x+ y)∗ = x∗ + y∗, (λx∗) = λ̄x∗, (xy)∗ = y∗x∗, (x∗)∗ = x.

L’élément x∗ est l’adjoint de x. Une algèbre involutive est une algèbre munie d’une involution.

(ii) Une partie B de A est autoadjointe si x∗ ∈ B pour tout x ∈ B ; si B est une sous-algèbre, on
dit aussi que B est une sous-algèbre involutive.

(iii) Si x∗ = x, x est hermitien.

(iv) S’il existe y1, . . . , yk ∈ A tels que x = y∗
1y1 + · · · + y∗

kyk, x est positif.

(v) Si xx∗ = x∗x, x est normal.

(vi) Si A admet une unité u et x∗x = xx∗ = u, x est unitaire.
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(vii) Si B est une deuxième algèbre involutive et ϕ : A → B est un morphisme d’algèbres tel que
ϕ(x∗) = ϕ(x)∗ pour tout x ∈ A, on dit que ϕ est un morphisme d’algèbres involutives.

Exemple d’algèbre 3. Si K est muni d’un morphisme de corps involutif, alors la K-algèbre K peut
être munie de l’involution définie par x∗ = x̄.

Remarque 1.2.1. On peut munir tout corps K de l’automorphisme involutif identité, défini par λ̄ = λ.
Dans ce cas, toute K-algèbre commutative peut être munie de l’involution identité, définie par x∗ = x,
mais nous essaierons de ne pas exclure d’autres corps, comme les extensions de corps de degré 2, si
ce n’est pas nécessaire.

Si K = R, l’unique morphisme de corps involutif est l’identité. Le corps C admet exactement deux
morphismes de corps involutifs, l’identité et la conjugaison. Nous n’allons considérer que R muni de
l’identité et C muni de la conjugaison dans ce cours.
– Dans le cas de l’algèbre R, tout élément est hermitien, un élément positif est un nombre positif et

les seuls éléments unitaires sont 1 et −1.
– Dans le cas de l’algèbre C, un élément hermitien est un nombre réel, un élément positif est un

nombre réel positif et un élément unitaire est un nombre complexe de module 1.

Remarque 1.2.2. Si A est une algèbre commutative involutive, tout élément de A est normal.

Remarque 1.2.3. Le noyau d’un morphisme d’algèbres involutives est un idéal autoadjoint ; son image
est une algèbre involutive. L’image d’un élément hermitien, positif, normal est respectivement un
élément hermitien, positif, normal.

Proposition 1.2.1. Soit A une algèbre involutive munie d’une unité u. Alors u∗ = u. Si x ∈ A,
alors x est inversible si et seulement si x∗ est inversible et alors (x∗)−1 = (x−1)∗.
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Deuxième chapitre

Algèbres linéaires

2.1 Algèbres de matrices

2.1.1 Algèbre des matrices n× n

Exemple d’algèbre 4. L’algèbre Mn des matrices n × n à coefficients dans K. La multiplication
est définie par

(xy)ij =
n�

k=1

xikykj pour tout (i, j) ∈ [[1, n]]2. (2.1)

Si n > 2, cette algèbre n’est pas commutative. L’unité de Mn est la matrice identité, notée Id. Si K
est muni d’une morphisme de corps involutif, l’application définie par

(x∗)ij = xji pour tout (i, j) ∈ [[1, n]]2

est une involution de Mn. Si K = R, cette involution est la transposition ; alors les éléments hermi-
tiens, positifs et unitaires de Mn sont respectivement les matrices symétriques, positives et orthogo-
nales. Si K = C, cette involution est l’adjonction ; alors les éléments hermitiens, positifs et unitaires de
Mn sont respectivement les matrices hermitiennes, positives et unitaires. La formule de la comatrice
montre qu’une matrice est inversible si et seulement si son déterminant est non nul.

2.1.2 Algèbre des matrices n× n à coefficients dans une algèbre

Exemple d’algèbre 5. Soit A une algèbre. L’algèbre Mn(A) des matrices n× n à coefficients dans
A est munie de la multiplication définie par (2.1). Elle est unifère si et seulement si A est unifère et
alors son unité est la matrice diagonale dont chaque coefficient diagonal est l’unité de A. Si A est une
algèbre involutive, l’application définie par

(x∗)ij = x∗
ji pour tout (i, j) ∈ [[1, n]]2

est une involution de Mn(A). Si A est l’algèbre Mm, alors l’application qui à x ∈ Mn(Mm) associe
la matrice par blocs y ∈ Mnm définie par

y(i−1)m+k,(j−1)m+l = (xij)kl pour tout �(i, j), (k, l)� ∈ [[1, n]]2 × [[1,m]]2

est un isomorphisme d’algèbres unifères involutives.

2.1.3 Limite inductive des Mn(A)

Exemple d’algèbre 6. Soit A une algèbre. Si n 6 m, alors Mn(A) est isomorphe à la sous-algèbre
de Mm(A) formée des matrices à coefficients nuls hors du coin n×n en haut à gauche. En identifiant
Mn(A) à cette sous-algèbre, on peut former la somme et le produit d’une matrice de taille n avec une

matrice de taille m dans Mm(A). Ces opérations munissent M∞(A) =
∞�

n=1

Mn(A) d’une structure
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d’algèbre. M∞(A) est la limite inductive des Mn(A) pour n → ∞. Si A 6= {0}, elle n’est pas unifère.
Si A est involutive, M∞(A) l’est aussi.

2.2 Algèbre des endomorphismes d’un espace vectoriel

2.2.1 Morphisme et quotient d’espaces vectoriels

Soient E et F deux K-espaces vectoriels. Une application K-linéaire x de E dans F est un morphisme
d’espaces vectoriels. On dit aussi que x est un opérateur. On note kerx = {v ∈ E : x(v) = 0} le
noyau de x et im x = x(E) = {w ∈ F : ∃ v ∈ E x(v) = w} l’image de x. Si x est une bijection, alors
l’application réciproque y : F → E est K-linéaire : c’est l’opérateur inverse de x et on note y = x−1.
Si S est un sous-espace vectoriel de E, le quotient E/S est l’espace vectoriel des classes d’équivalence
modulo S. Si E/S est de dimension finie, alors sa dimension est la codimension de S dans E. Notons
v + S la classe de v modulo S et soit

π : E → E/S

v 7→ v + S

l’application quotient canonique. Pour tout opérateur x : E → F de noyau S, il existe une factorisation
canonique unique

E/S
x̃−−−−→ im x

π���
���ι

E
x−−−−→ F

où ι est l’inclusion. En effet, si v − v1 ∈ S, alors x(v) = x(v1) : on peut donc définir x̃ de sorte que
le diagramme commute. Si x = ι ◦ y ◦ π, alors y(v + S) = x̃(v + S) pour tout v ∈ E : donc y = x̃.
De plus, x̃ est un isomorphisme : x̃ est injectif puisque si x̃(v + S) = 0, alors x(v) = 0 et v ∈ S. En
particulier, dim imx = dimE/S si ces espaces sont de dimension finie.
Le conoyau de x est cokerx = F/ imx. Donc, si E et F sont de dimension finie égale, on a le théorème
du rang :

dim cokerx = dimF − dim im x = dim kerx.

2.2.2 Algèbre des endomorphismes d’un espace vectoriel

Exemple d’algèbre 7. Soit E un K-espace vectoriel. Alors L (E) est une algèbre muni de la
multiplication définie par

(x ◦ y)(v) = x(y(v)) pour tout v ∈ E : (2.2)

c’est la composition des applications. Cette algèbre n’est pas commutative, sauf si la dimension de
E est 0 ou 1. L’unité de L (E) est l’endomorphisme identité, noté Id: v 7→ v. Un opérateur x est un
élément inversible si et seulement si x est une bijection. Si E est de dimension finie, alors x est une
bijection dès que x est injectif. Si E n’est pas de dimension finie, c’est faux : soit (vj)j∈I une base
de E, soit i ∈ I et σ : I → I \ {i} une bijection. Alors l’opérateur défini par x(vj) = vσ(j) est injectif
sans être surjectif.

Soit x ∈ L (E) et soit F un sous-espace vectoriel de E stable par x : x(F ) ⊂ F . Alors la restriction
de x à F est l’endomorphisme x F ∈ L (F ) défini par x F (v) = x(v) pour tout v ∈ F .
Si A est une algèbre, l’application L : A 7→ L (A) définie par Lx(y) = xy est un morphisme d’algèbres.
Si A admet une unité u, ce morphisme est injectif : en effet, si Lx = 0, alors Lx(u) = x = 0.

2.3 Algèbre des opérateurs adjoignables sur un espace A-hermitien

2.3.1 Espace A-hermitien

Soit K un corps commutatif muni d’un morphisme de corps involutif λ 7→ λ̄ et soit A une K-
algèbre involutive. E est un espace A-hermitien si E est un K-espace vectoriel muni d’une application
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〈·, ·〉 : E × E → A appelée produit intérieur qui est linéaire à gauche et A-hermitienne :

〈λv,w〉 = λ 〈v, w〉 ,
〈v1 + v2, w〉 = 〈v1, w〉 + 〈v2, w〉 ,

〈w, v〉 = 〈v, w〉∗.

Le produit intérieur est donc semi-linéaire à droite :

〈v, λw〉 = 〈λw, v〉∗ = (λ 〈w, v〉)∗ = λ̄ 〈v, w〉 ,
〈v, w1 + w2〉 = 〈w1 + w2, v〉∗ = (〈w1, v〉 + 〈w2, v〉)∗ = 〈v, w1〉 + 〈v, w2〉 .

Si A = K = R ou A = K = C et si le produit intérieur est de plus défini positif :

∀ v ∈ E \ {0} 〈v, v〉 > 0,

alors 〈·, ·〉 est un produit scalaire et E est un espace préhilbertien ; on a en particulier l’inégalité de
Cauchy-Schwarz :

∀ v, w ∈ E |〈v, w〉| 6 〈v, v〉1/2〈w,w〉1/2
.

Si E est un espace préhilbertien de dimension finie, alors A est un espace euclidien si K = R et un
espace hermitien si K = C.
Si E est A-hermitien, alors En peut être muni du produit intérieur défini par

〈(v1, . . . vn), (w1, . . . wn)〉 =
n�

k=1

〈vk, wk〉 .

2.3.2 Orthogonalité intérieure

Si 〈v, w〉 = 0, on dit que v et w sont orthogonaux ; on a alors le théorème de Pythagore :

〈v + w, v + w〉 = 〈v, v〉 + 〈w,w〉 .

Plus généralement, soit S une partie de E. Alors

S⊥ = {w ∈ E : ∀ v ∈ S 〈v, w〉 = 0}

est l’orthogonal de S dans E. S⊥ est un espace vectoriel et vectS ⊂ (S⊥)
⊥

. On a {0}⊥ = E.
Si E⊥ = {0}, on dit que le produit intérieur est non dégénéré. Un vecteur v est isotrope si 〈v, v〉 = 0. Si
seul le vecteur nul est isotrope, on dit que le produit intérieur est anisotrope : on a alors S∩S⊥ = {0}.
En particulier, tout produit scalaire est anisotrope.

2.3.3 Opérateur adjoignable entre espaces A-hermitiens

Supposons que tous les produits intérieurs considérés sont non dégénérés.
Soient E et F deux espaces A-hermitiens et x : E → F . Supposons qu’il existe x∗ : F → E tel que

〈x(v), w〉 = 〈v, x∗(w)〉 pour tout v ∈ E et w ∈ F .

On dit que x est adjoignable. Alors x∗ est unique : c’est l’adjoint de x. De plus, x et x∗ sont né-
cessairement K-linéaires et (x∗)∗ = x. Soit G un troisième espace A-hermitien. Si y : F → G est
aussi adjoignable, alors y ◦ x l’est et (y ◦ x)∗ = x∗ ◦ y∗. Si x est inversible, alors x∗ est inversible et
(x∗)−1 = (x−1)∗. On a (im x)⊥ = kerx∗. En effet,

x∗(w) = 0 ⇔ ∀ v ∈ E 〈x∗(w), v〉 = 0 ⇔ ∀ v ∈ E 〈w, x(v)〉 = 0.

On en déduit im x∗ ⊂ (kerx)⊥. Si x∗ = x−1, on dit que x est unitaire, c’est-à-dire que x est un
isomorphisme d’espaces A-hermitiens : x est inversible et

〈x(v), x(w)〉 = 〈v, w〉 pour tous v, w ∈ E. (2.3)
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– Si A = K = R, x∗ est l’opérateur transposé de x et on a

〈v, w〉 =
1
4
�‖v + w‖2 − ‖v − w‖2� . (2.4)

– Si A = K = C, x∗ est l’opérateur adjoint de x et on a

〈v, w〉 =
1
4

3�

k=0

ik‖v + ikw‖2
. (2.5)

Les formules (2.4) et (2.5) sont les formules de polarisation : elles montrent que si E est un espace
préhilbertien, un opérateur x satisfait (2.3) si et seulement si 〈x(v), x(v)〉 = 〈v, v〉 pour tout v ∈ E :
on dit que x est une isométrie.
On note LA(E,F ) l’ensemble des applications adjoignables.

2.3.4 Algèbre des opérateurs adjoignables

Exemple d’algèbre 8. Soit E un espace muni d’un produit intérieur non dégénéré. Alors LA(E)
est une K-algèbre involutive dont l’unité est Id. Si A = K et E est de dimension finie, alors LA(E) =
L (E) et l’isomorphisme (2.6) est involutif. Plus généralement, notons

pk : En → E

(v1, . . . , vn) 7→ vk.

Alors

p∗
k : E → En

vk 7→ (0, . . . , 0, vk, 0, . . . , 0)

et
LA(En) → Mn(LA(E))

x 7→ (pi ◦ x ◦ p∗
j )16i,j6n

est un isomorphisme d’algèbres unifères involutives puisque c’est une bijection et

pi ◦ x ◦ y ◦ p∗
j = pi ◦ x ◦

�
n�

k=1

p∗
k ◦ pk� ◦ y ◦ p∗

j =
n�

k=1

(pi ◦ x ◦ p∗
k) ◦ (pk ◦ y ◦ p∗

j ),

(pj ◦ x ◦ p∗
i )∗ = pi ◦ x∗ ◦ p∗

j .

x est un élément hermitien de LA(E) si et seulement si

〈x(v), w〉 = 〈v, x(w)〉 pour tous v, w ∈ E

et un élément normal si et seulement si

〈x(v), x(w)〉 = 〈x∗(v), x∗(w)〉 pour tous v, w ∈ E.

Proposition 2.3.1. Soit E un espace muni d’un produit intérieur anisotrope et x ∈ LA(E) normal.
Alors kerx = kerx∗ = kerx∗ ◦ x = kerx2. Donc kerxk ◦ x∗l = kerx pour tout couple (k, l) 6= (0, 0).

Démonstration. (i). Prouvons que kerx2 ⊂ kerx∗ ◦ x ⊂ kerx. Si x2(v) = 0, alors x∗2 ◦ x2(v) = 0 et
donc �

(x∗ ◦ x)2(v), v� = 〈x∗ ◦ x(v), x∗ ◦ x(v)〉 = 0

et x∗ ◦ x(v) = 0. Si x∗ ◦ x(v) = 0, alors 〈x∗ ◦ x(v), v〉 = 〈x(v), x(v)〉 = 0 et x(v) = 0. Le cas général
résulte de ce que kerx2k+1 ⊂ kerx∗2k ◦ x2k ⊂ kerx2k

.
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2.4 Algèbre des endomorphismes d’un espace vectoriel normé

Soit K le corps des réels ou des complexes et soit E un K-espace vectoriel normé. Notons BE = {v ∈
E : ‖v‖ 6 1} et SE = {v ∈ E : ‖v‖ = 1} la boule unité et la sphère unité de E.

2.4.1 Opérateur borné et norme d’opérateur

Soit F un deuxième espace vectoriel normé. Une application K-linéaire continue x : E → F est un
morphisme d’espaces vectoriels normés ou encore un opérateur borné. Alors kerx est un sous-espace
vectoriel fermé de E ; imx n’est pas fermé en général !
L’espace vectoriel B(E,F ) des opérateurs bornés est normé par la norme d’opérateur définie par

‖x‖ = sup
v 6=0

‖x(v)‖
‖v‖ = sup

v∈SE

‖x(v)‖ = sup
v∈BE

‖x(v)‖.

‖x‖ est la plus petite constante C telle que ‖x(v)‖ 6 C‖v‖ pour tout v ∈ E. C’est aussi la constante
de Lipschitz de x.
Soit G est un troisième espace vectoriel normé. Si x ∈ B(E,F ) et y ∈ B(F,G), alors y ◦x ∈ B(E,G)
et ‖y ◦ x‖ 6 ‖y‖ ‖x‖ : en effet, si v ∈ BE , alors

‖(y ◦ x)(v)‖ = ‖y(x(v))‖ 6 ‖y‖ ‖x(v)‖ 6 ‖y‖ ‖x‖.

Supposons que x ∈ B(E,F ) est une bijection et soit y : F → E l’application réciproque. Alors y est
un opérateur qui n’est pas nécessairement borné. En fait, y est borné si et seulement s’il existe c
tel que ‖x(v)‖ > c‖v‖ pour tout v ∈ E ; le plus grand c est alors ‖y‖−1. On dit alors que x est un
opérateur borné inversible. On note encore y = x−1 et on dit que x est un isomorphisme d’espaces
vectoriels normés. On a néanmoins

Proposition 2.4.1. Soient E et F deux espaces de Banach et x ∈ B(E,F ). Alors x est inversible
si et seulement si x est une bijection.

Démonstration. Si x est inversible, x est une bijection. Réciproquement, si x est une bijection, soit
y : F → E l’application linéaire inverse de x et montrons que y est continue. Or le graphe de y est

{(w, y(w)) : w ∈ F} = {(x(v), v) : v ∈ E}.

Par le théorème du graphe fermé, y est continue.

Le dual B(E,K) de E est noté E′. C’est un espace de Banach. Par le théorème de Hahn-Banach, on
a pour tout v ∈ E

‖v‖ = sup
l∈BE′

|l (v)| = sup
l∈SE′

|l (v)|.

L’injection canonique de E dans son bidual est l’application ιE : E → E′′ définie par (ιE(v))(l) = l(v)
pour tout v ∈ E et tout l ∈ E′. Une forme linéaire sur E′ est préfaiblement continue si et seulement
si elle est de la forme ιE(v) pour un v ∈ E.

2.4.2 Orthogonalité duale

Soit E un espace vectoriel normé et S une partie de E. Alors

S⊥ = {l ∈ E′ : ∀v ∈ S l (v) = 0}

est l’orthogonal de S dans E′. On a S⊥ = (vectS)
⊥

et S⊥ est un espace vectoriel préfaiblement
fermé : en effet, S⊥ est l’intersection des espaces vectoriels préfaiblement fermés ker ιE(v) = {l ∈ E′ :
l (v) = 0} lorsque v parcourt S.
Soit S une partie de E′. Alors

S⊥ = {v ∈ E : ∀ l ∈ S l (v) = 0}

est l’orthogonal de S dans E. On a S⊥ = (vectS
w∗

)⊥ et S⊥ est un espace vectoriel fermé : en effet,
S⊥ est l’intersection des espaces vectoriels fermés ker l = {v ∈ E : l (v) = 0} lorsque l parcourt S.
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Proposition 2.4.2. Soit E un espace vectoriel normé et S une partie de E. Alors (S⊥)⊥ = vectS

Démonstration. Si v ∈ S et l ∈ S⊥, alors l (v) = 0 : S ⊂ (S⊥)⊥ et donc vectS ⊂ (S⊥)⊥. Si v /∈ vectS,
il existe l ∈ E′ tel que l (v) 6= 0 et l vect S = 0 par le théorème de Hahn-Banach. Donc l ∈ S⊥ et
v /∈ (S⊥)⊥.

De même (S⊥)⊥ ⊂ vectS
w∗

et on peut aussi montrer qu’il y a égalité.

2.4.3 Quotient d’espaces vectoriels normés

Proposition 2.4.3. Soit E un espace vectoriel normé et S un sous-espace vectoriel de E. Notons

d(v, S) = inf
s∈S

‖v − s‖

la distance de v ∈ E à S.

(i) ‖v + S‖ = d(v, S) est une semi-norme sur E/S.

(ii) Si S est fermé, alors c’est une norme. En particulier, l’image par l’application quotient cano-
nique π de la boule unité ouverte de E est la boule unité ouverte de E/S : on dit que π est une
surjection métrique.

(iii) Si E est un espace de Banach et S est fermé, alors E/S est un espace de Banach.

Démonstration. (i). Si v − v1 ∈ S, alors d(v, S) = d(v1, S) : donc ‖v + S‖ est bien défini. Si λ 6= 0,
‖λv − s‖ = |λ| ‖v − λ−1s‖ et donc ‖λv + S‖ = |λ| ‖v + S‖. De plus,

‖v1 + s1‖ + ‖v2 + s2‖ > ‖(v1 + v2) + (s1 + s2)‖

et donc ‖v1 + S‖ + ‖v2 + S‖ > ‖v1 + v2 + S‖.
(ii). ‖v + S‖ = 0 ⇔ d(v, S) = 0 ⇔ v ∈ S ⇔ v ∈ S. Si ‖v + S‖ < 1, il existe s ∈ S tel que
‖v + s‖ < 1.
(iii). Montrons que toute série normalement convergente dans E/S converge : soient vn ∈ E tels
que �‖vn + S‖ converge. Quitte à ajouter à vn un élément de S, on peut supposer que ‖vn‖ 6

‖vn + S‖ + 2−n. Alors �‖vn‖ converge et comme E est complet, � vn converge vers un élement
v ∈ E. Donc � (vn + S) = � π(vn) converge vers π(v).

Si x ∈ B(E,F ) considérons la factorisation canonique (attention ! im x n’est pas fermé dans F en
général)

E/ kerx x̃−−−−→ im x

π���
���ι

E
x−−−−→ F.

Alors ‖x̃‖ = ‖x‖ : en effet, ‖x̃(v + kerx)‖ = ‖x(v)‖ = ‖x(v + s)‖ pour tout s ∈ kerx et donc

‖x̃(v + kerx)‖ = inf
s∈S

‖x(v + s)‖ 6 inf
s∈S

‖x‖ ‖v + s‖ = ‖x‖ ‖v + kerx‖.

Si de plus E est un espace de Banach et im x est complet, x̃ est une bijection entre espaces de Banach
et a donc un inverse x̃−1 borné. Cela donne la proposition suivante.

Proposition 2.4.4. Soient E et F deux espaces de Banach et x ∈ B(E,F ).

(i) L’image de x est fermée si et seulement s’il existe une constante c > 0 telle que pour tout
w ∈ imx il existe v ∈ E tel que x(v) = w et ‖w‖ > c‖v‖.

(ii) x est injectif et d’image fermée si et seulement s’il existe c > 0 telle que pour tout v ∈ E on a
‖x(v)‖ > c‖v‖.

(iii) x est surjectif si et seulement si x est une application ouverte : il existe une constante c telle
que cBF ⊂ x(BE).
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Démonstration. (i). L’image de x est fermée si et seulement si x̃−1 est borné : il existe une constante
c > 0 telle que pour tout w ∈ imx on a c‖x̃−1(w)‖ 6 ‖w‖. Or ‖x̃−1(w)‖ est l’infimum des ‖v‖ pour
v image réciproque de w par x.
(ii). L’opérateur x est injectif si et seulement si pour tout v ∈ E, v est l’unique image réciproque de
x(v) par x.
(iii). Si x est surjectif, la partie (i) montre qu’il existe c > 0 tel que tout w ∈ F de norme inférieure
à c a une image réciproque de norme inférieure à 1.

Proposition 2.4.5. Soit E un espace vectoriel normé et S un sous-espace vectoriel fermé de E.

(i) (E/S)′ est isométriquement isomorphe à S⊥.

(ii) E′/S⊥ est isométriquement isomorphe à S′.

Démonstration. (i). On vérifie que L’application l 7→ l ◦ π est un isomorphisme isométrique entre
(E/S)′ et S⊥.
(ii). L’application de restriction

E′ → S′

l 7→ l S

est une surjection métrique par le théorème de Hahn-Banach. Son noyau est S⊥ : sa factorisation
canonique définit donc un isomorphisme isométrique entre E′/S⊥ et S′.

2.4.4 Opérateur transposé

Définition 2.4.1. Soient E et F des espaces vectoriels normés et x ∈ B(E,F ). L’opérateur transposé
x′ : F ′ → E′ est défini par

(x′(l)) (v) = l ◦ x(v).

On appelle aussi x′ l’opérateur adjoint à x, qu’il ne faut pas confondre avec l’opérateur adjoint au
sens du paragraphe 2.6.2.

Proposition 2.4.6. L’application x 7→ x′ est isométrique, linéaire et antimultiplicative :

‖x′‖ = ‖x‖, (λx)′ = λx′, (x + y)′ = x′ + y′, (x ◦ y)′ = y′ ◦ x′.

Si F = E, Id′
E = IdE′ . De plus,

– (im x′)⊥ = kerx.
– (im x)⊥ = kerx′ et donc im x = (kerx′)⊥.
– Si l’image de x est fermée, alors (cokerx)′ est isométriquement isomorphe à kerx′. En particulier,

si kerx′ est de dimension finie, alors im x est de codimension finie et

dim cokerx = dim kerx′.

Démonstration. v ∈ kerx ⇔ ∀ l ∈ E′ l ◦ x(v) = 0 ⇔ ∀ l ∈ E′ (x′(l)) (v) = 0 ⇔ v ∈ (im x′)⊥ et
l ∈ kerx′ ⇔ x′(l) = 0 ⇔ ∀ v ∈ E (x′(l)) (v) = 0 ⇔ ∀ v ∈ E l ◦ x(v) = 0 ⇔ l ∈ (im x)⊥. Alors
(ker x′)⊥ = ((im x)⊥)⊥ = im x. Si im x est fermé, alors (cokerx)′ est isométriquement isomorphe à
(im x)⊥ = kerx′.

Proposition 2.4.7. Soit x ∈ B(E,F ). Alors x′′ ◦ ιE = ιF ◦ x : on a le diagramme commutatif

E′′ x′′

−−−−→ F ′′

ιE��� ιF ���
E

x−−−−→ F.

Démonstration. Si v ∈ E et l ∈ F ′, alors

x′′ ◦ ιE(v) (l) = ιE(v) (x′(l)) = x′(l) (v) = l (x(v)) = ιF ◦ x(v) (l) .
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Proposition 2.4.8. Soit x ∈ B(E,F ). Si x est inversible, alors x′ est inversible et (x′)−1 = (x−1)′.
Si E et F sont des espaces de Banach, alors la réciproque est vraie.

Démonstration. Si x−1 = y, alors x′ ◦y′ = (y ◦x)′ = Id′
E = IdE′ et de même y′ ◦x′ = IdF ′ : donc y′ =

(x′)−1. Réciproquement, si x′ est inversible, alors x′′ est inversible. Notons ιE : E → E′′ l’injection
canonique de E dans son bidual. Alors x′′ ◦ ιE = ιF ◦ x : donc x est injectif et ιF (im x) = x′′(ιE(E)).
Comme ιE(E) est fermé et x′′ est inversible, im x est fermé. Donc im x = (kerx′)⊥ et comme x′ est
injectif, x est surjectif. Si E = F , on a (λ IdE −x)′ = λ IdE′ −x′.

2.4.5 Algèbre des endomorphismes d’un espace vectoriel normé

Exemple d’algèbre 9. Soit E un K-espace vectoriel normé. Les opérateurs bornés sur E forment
un espace vectoriel normé B(E) qui est une algèbre muni de la composition comme en (2.2). Comme
Id est continu, Id est l’unité de B(E). Supposons que E est un espace de Banach. Alors un opérateur
borné sur E est inversible si et seulement si x est bijectif. Mais en général, un opérateur injectif n’est
pas surjectif : si E est un espace de suites (vn)n∈N tel que l’opérateur de décalage à droite x qui à la
suite (v0, v1, . . . ) associe la suite (0, v0, v1, . . . ) est bien défini, alors x est injectif sans être surjectif.

2.4.6 Opérateur compact

Définition 2.4.2. Soient E et F deux espaces vectoriels normés et x ∈ B(E,F ).
– x est un opérateur compact si l’image par x de la boule unité de E est relativement compacte dans
F : x(BE) est compact. On note K (E,F ) l’ensemble des opérateurs compacts.

– x est un opérateur de rang fini si son image est de dimension finie.

Proposition 2.4.9. K (E,F ) est un espace vectoriel qui contient les opérateurs de rang fini. Soit G
un troisième espace vectoriel normé et x ∈ B(E,F ), y ∈ B(F,G). Si x est compact ou y est compact,
alors y ◦ x est compact. Donc K (E) = K (E,E) est un idéal.

Démonstration. On a (λx)(BE) = λx(BE) et (x+ y)(BE) ⊂ x(BE) + y(BE) ; comme l’homothétique
d’un compact est compact et la somme de deux compacts est compacte, K (E) est un espace vecto-
riel. Un opérateur de rang fini est compact puisqu’une partie bornée d’un espace vectoriel normé de
dimension finie est relativement compacte. Si x est compact, alors (y ◦ x)(BE) = y(x(BE)) est relati-
vement compact parce que x(BE) l’est. Si y est compact, alors (y ◦ x)(BE) ⊂ y(‖x‖BE) = ‖x‖y(BE)
est relativement compact.

Proposition 2.4.10. Si E et F sont des espaces de Banach, alors K (E,F ) est fermé.

Démonstration. Soit (xn) une suite d’opérateurs compacts qui tend vers x dans B(E,F ) et montrons
que x(BE) est relativement compact. Comme E est complet, il suffit de montrer que x(BE) est
précompact. Soit ε > 0 et n tel que ‖x − xn‖ 6 ε. Recouvrons xn(BE) par un nombre fini N de

boules B(xn(vk), ε) avec v1, . . . , vN ∈ BE . Alors x(BE) ⊂
n�

k=1

B(x(vk), 3ε) : si v ∈ BE , il existe k tel

que
‖x(v) − x(vk)‖ 6 ‖x(v) − xn(v)‖ + ‖xn(v) − xn(vk)‖ + ‖xn(vk) − x(vk)‖ 6 3ε.

Corollaire 2.4.11. Si E et F sont des espaces de Banach et x ∈ B(E,F ) est limite d’une suite
d’opérateurs de rang fini, alors x est compact.

De nombreux espaces de Banach F satisfont la réciproque : K (E,F ) est l’adhérence des opéra-
teurs de rang fini dans B(E,F ) pour tout espace de Banach E ; on dit alors que F a la propriété
d’approximation.

Proposition 2.4.12. Soient E et F des espaces de Banach. Un opérateur x ∈ B(E,F ) est compact
si et seulement si son transposé x′ l’est.
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Démonstration. Notons τ la topologie de la convergence uniforme sur les compacts de F . Comme

‖x′(l)‖ = sup
v∈BE

|(x′(l)) (v)| = sup
v∈BE

|l (x(v))| = sup
w∈x(BF )

|l (w)|,

x′ : (F ′, τ) → E′ est continue si x est compact. Comme BF ′ est équicontinue, la topologie τ restreinte
à BF ′ coïncide avec la topologie de la convergence simple, c’est-à-dire la topologie préfaible. Or BF ′ est
préfaiblement compacte : donc x′(BF ′) est compact (et pas seulement relativement !) Réciproquement,
si x′ est compact, alors x′′ est compact et donc ιF ◦x = x′′ ◦ιE est compact et ιF (x(BE)) est compact.
Comme ιF (F ) est fermé dans F ′′, x(BE) est compact.

Proposition 2.4.13. Soient E et F deux espaces de Banach. Soient E0 ⊂ E et F0 ⊂ F deux
sous-espaces vectoriels denses. Soit x0 ∈ K (E0, F0) et x ∈ B(E,F ) son unique prolongement par
continuité. Alors x ∈ K (E,F ) et im x ⊂ F0 .

Démonstration. Soit (vn) une suite bornée dans E. Il existe des v0
n ∈ E0 tels que vn − v0

n → 0.
Alors (x(v0

n)) admet une sous-suite (x(v0
kn

)) convergente : mais alors (x(vkn
)) converge. Donc x est

compact. Si v ∈ E, v est limite d’une suite de v0
n ∈ E0 ; comme x est compact, on peut supposer que

(x(v0
n)) converge vers un élément w ∈ F0 : donc x(v) = w.

2.5 Espaces vectoriels de dimension finie

Soit E un espace vectoriel sur un corps commutatif K. Alors le dual algébrique de E est L (E,K)
et on peut définir les notions d’orthogonal et d’opérateur transposé comme dans les sections 2.4.2 et
2.4.4.
Supposons maintenant que E est de dimension finie. Alors les propositions 2.4.2, 2.4.5, 2.4.6 et 2.4.7
restent vraies en notant E′ le dual algébrique de E et en omettant ce qui réfère à la norme comme
les adhérences et le mot “isométrique”. Le théorème de la base incomplète permet d’éviter l’usage du
théorème de Hahn-Banach dans la démonstration de la proposition 2.4.2 : si S est un sous-espace
vectoriel de E, alors on montre que dimS⊥ = dimE − dimS ; donc dim (S⊥)⊥ = dimS et comme
S ⊂ (S⊥)⊥, on a (S⊥)⊥ = S.
Si E est de dimension n, soit (vj)16j6n une base de E de base duale (li)16i6n :

li(vj) = δij =

�
1 si i = j

0 si i 6= j
pour tous (i, j) ∈ [[1, n]]2.

Alors
L (E) → Mn

x 7→ �li ◦ x(vj)�
16i,j6n

(2.6)

est un isomorphisme d’algèbres unifères. En effet, c’est une bijection et

li ◦ Id(vj) = li(vj) = δij ,

li ◦ x ◦ y(vj) = li ◦ x(y(vj)) = li ◦ x
�

n�

k=1

lk ◦ y(vj)vk� =
n�

k=1

li ◦ x(vk) lk ◦ y(vj).

Exemple 2.5.1. Considérons l’espace vectoriel Kn−1[t] des polynômes de degré au plus n− 1 et soit

li : Kn−1[t] → K

p 7→ p(i)(0)

pour tout i ∈ [[0, n− 1]]. Si p = a0 + a1t+ · · · + an−1t
n−1, alors p(i)(0) = i!ai et donc

p =
n−1�

i=0

p(i)(0)
ti

i!
.
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Donc {li}16i6n est la base duale de la base des polynômes vj =
tj

j!
. Considérons l’opérateur x de

dérivation. Alors x(v0) = x(1) = 0 et x(vj) = vj−1. Donc li ◦ x(vj) = δi j−1 et la matrice associée à x
est �����������

0 1 0
. . . 0

0 0 1
. . . 0

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .

0 0 0
. . . 1

0 0 0
. . . 0

�����������
.

Si K est le corps des réels ou des complexes et E un K-espace vectoriel normé de dimension finie,
alors toutes les normes sur E sont équivalentes et B(E,F ) = L (E,F ). En particulier, E′ est le dual
algébrique de E et E′ a la même dimension que E.

2.6 Algèbre des opérateurs bornés sur un espace de Hilbert

Soit K le corps des réels ou des complexes et E un K-espace préhilbertien. Alors

‖v‖ = 〈v, v〉1/2

définit une norme sur E. Si E muni de cette norme est complet, on dit que E est un espace de Hilbert.

2.6.1 Projection orthogonale et théorème de représentation de Fischer-Riesz

Proposition 2.6.1 (théorème de projection). Soit E un espace de Hilbert et S une partie convexe
fermée de E. Pour tout v ∈ E, il existe un unique point w ∈ S tel que ‖w − v‖ est minimal.

Démonstration. Soit d = inf
w∈S

‖w − v‖. Si v1, v2 ∈ S, alors

‖v1 − v‖2 + ‖v2 − v‖2 = 2 �����v1 + v2

2
− v

����
2

+

����
v1 − v2

2

����
2�

> 2d2 +
‖v1 − v2‖2

2

par l’identité du parallélogramme et parce que
v1 + v2

2
∈ S. Donc

‖v1 − v2‖2
6 2 �‖v1 − v‖2 − d2� + 2 �‖v2 − v‖2 − d2� .

En particulier, si ‖v1 − v‖ = ‖v2 − v‖ = d, alors v1 = v2 ; si (vn) est une suite dans S telle que
‖vn − v‖ → d, alors (vn) est une suite de Cauchy.

Proposition 2.6.2. Soit E un espace de Hilbert et S un sous-espace vectoriel fermé de E. Alors
il existe pS ∈ B(E) tel que pS(v) = v pour tout v ∈ S et pS(v) = 0 pour tout v ∈ S⊥ : pS

est la projection orthogonale sur S. On a p2
S = pS et p∗

S = pS. De plus Id −pS = pS⊥ : on a
‖v‖2 = ‖pS(v)‖2 + ‖pS⊥(v)‖2 et on écrit E = S ⊕2 S

⊥. Si S 6= {0}, alors ‖pS‖ = 1.

Démonstration. On a S∩S⊥ = 0. Soit v ∈ E et soit v1 ∈ S le point tel que ‖v1 − v‖ = d est minimal.
Montrons que v2 = v1 − v ∈ S⊥. Soit w ∈ S et ε ∈ K de module 1. Comme f : t 7→ ‖v2 + tεw‖2 =
d2 +2tRe(ε 〈w, v2〉)+t2‖w‖2 atteint son minimum en 0, f ′(0) = 2 Re(ε 〈w, v2〉) = 0. Donc 〈w, v2〉 = 0.
On a ainsi v = v1 + v2 et ‖v‖2 = ‖v1‖2 + ‖v2‖2. Les applications pS : v 7→ v1 et pS⊥ : v 7→ v2 sont
donc des opérateurs bornés de norme au plus 1.

En particulier, la factorisation canonique de pS⊥ définit un isomorphisme isométrique entre E/S et
S⊥ qui permet d’identifier ces deux espaces.
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Corollaire 2.6.3. Soit E un espace de Hilbert et S un sous-espace vectoriel fermé de E. S⊥ est un
sous-espace vectoriel fermé de E et (S⊥)

⊥
= vectS.

Proposition 2.6.4. Soient E,F deux espaces de Hilbert et x ∈ B(E,F ).
– x est inversible à gauche si et seulement si x est injectif d’image fermée.
– x est inversible à droite si et seulement si x est surjectif.

Démonstration. Dans le premier cas, la factorisation canonique de x définit un opérateur borné
inversible x̃ : E → im x et v 7→ x̃−1(pim x(v)) est un inverse à gauche de x. Dans le deuxième cas, la
factorisation canonique de x définit un opérateur borné inversible x̃ : (kerx)⊥ → F et v 7→ x̃−1(v) est
un inverse à droite de x.

Proposition 2.6.5 (théorème de représentation de Fischer-Riesz). Soit E un espace de Hilbert.
L’application

ΦE : E → E′

w 7→ 〈·, w〉

est une bijection semilinéaire isométrique : toute forme linéaire continue l sur E est de la forme
l = ΦE(v) pour un unique v ∈ E et

ΦE(w1 + w2) = ΦE(w1) + ΦE(w2), ΦE(λw) = λ̄ΦE(w),

‖ΦE(w)‖ = sup
v∈BE

|〈v, w〉| = ‖w‖.

Démonstration. La dernière égalité résulte de l’inégalité de Cauchy-Schwarz et montre que ΦE est
isométrique et donc injective. Montrons que ΦE est surjective. Soit l ∈ E′. Si l = 0, l = ΦE(0).
Sinon, le noyau S de l est un sous-espace vectoriel fermé propre de E et donc S⊥ 6= {0} : soit
w ∈ BS⊥ . Soit v ∈ E et soient v1 ∈ S et λ ∈ K tels que v = v1 + λw. Alors 〈v, w〉 = λ et
l(v) = λl(w) =

�
v, l(w)w�.

Cette application permet donc d’identifier E′ avec E. En particulier,

{l ∈ E′ : l (v) = 0} = ΦE �{w ∈ E : 〈v, w〉 = 0}�
et donc l’orthogonal d’une partie de E au sens du paragraphe 2.4.2 correspond à son orthogonal au
sens du paragraphe 2.3.2 dans cette identification.

2.6.2 Adjoint d’un opérateur sur un espace de Hilbert

Soit F un deuxième espace de Hilbert et x ∈ B(E,F ). Pour chaque w ∈ E, l’application v 7→ 〈x(v), w〉
est une forme linéaire continue sur E : il existe donc un unique élément noté x∗(w) ∈ E tel que
〈x(v), w〉 = 〈v, x∗(w)〉. L’application w 7→ x∗(w) est K-linéaire et continue : si ‖w‖ 6 1, alors

sup
w∈BF

‖x∗(w)‖ = sup
w∈BF

sup
v∈BE

|〈v, x∗(w)〉|

= sup
v∈BE

sup
w∈BF

|〈x(v), w〉|

= sup
v∈BE

‖x(v)‖ = ‖x‖.

x∗ est l’adjoint de x et donc B(E,F ) ⊂ LK(E,F ). En fait, on a ΦE ◦ x∗ = x′ ◦ ΦF .
Comme 〈x(v), x(v)〉 = 〈x∗ ◦ x(v), v〉 et ‖x∗ ◦ x‖ 6 ‖x∗‖ ‖x‖, on a ‖x‖2 = ‖x∗ ◦ x‖. Cette propriété est
très profonde. En particulier, si x est unitaire, alors ‖x‖ = 1.
On a im x∗ = (kerx)⊥.
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2.6.3 Système orthonormé et base hilbertienne

Si E est un espace vectoriel normé quelconque et S est un ensemble quelconque, on dit que la série�

s∈S

vs à valeurs dans E converge vers v ∈ E si pour tout ε > 0 il existe S1 ⊂ S fini tel que pour tout

S2 ⊃ S1 fini on a ���v −
�

s∈S2

vs

���< ε.

Soit E un espace préhilbertien. Une partie S ⊂ SE est un système orthonormé si ses éléments sont
orthogonaux deux à deux. Soit v ∈ E. Alors

�

w∈S

|〈v, w〉|2 6 ‖v‖2.

C’est l’inégalité de Bessel. Si E est un espace de Hilbert, la série
�

w∈S

〈v, w〉w

converge vers pvect S(v). Un système orthonormé S est une base hilbertienne si vectS = E. Le théo-
rème de la base hilbertienne énonce que tout système orthonormé peut être complété en une base
hilbertienne. Si S est une base hilbertienne, alors

〈v1, v2〉 =
�

w∈S

〈v1, w〉 〈w, v2〉 ,

‖v‖2 =
�

w∈S

|〈v, w〉|2.

C’est l’égalité de Parseval.

2.6.4 Algèbre des opérateurs bornés sur un espace de Hilbert

Voici deux exemples d’espaces de Hilbert.
– L’espace `2(I) des suites de carré sommable muni du produit scalaire défini par

〈v, w〉 =
�

i∈I

viwi.

La base canonique de `2(I) est la base hilbertienne des ei, i ∈ I, définis par (ei)j = δij .
– Si (T, µ) est un espace mesuré, l’espace L2(µ) des classes d’équivalence de fonctions de carré

Lebesgue-intégrable pour l’égalité presque partout, muni du produit scalaire défini par

〈v, w〉 = �
T
v(t)w(t) dt.

L’exemple précédent est le cas particulier de la mesure de comptage. Considérons T = T = {λ ∈ C :
|λ| = 1}, le cercle unité du plan complexe. L’application t 7→ (2π)−1 arg t est un homéomorphisme de
T sur R/Z dont l’inverse est ϑ 7→ e2iπϑ : on peut donc identifier fonctions mesurables 1-périodiques
et fonctions mesurables sur T. Munissons T de la mesure µ définie par

µ(A) = m �ϑ ∈ [0, 1[ : e i2πϑ ∈ A�,
où m est la mesure de Lebesgue sur R. µ est la mesure de Haar normalisée du groupe (T, ·) : cela
veut dire que µ est invariante par translation et µ(T) = 1. En effet, pour tout t = e i2πτ ∈ T,

µ(tA) = m �ϑ ∈ [0, 1[ : e i2πϑ ∈ tA�
= m �ϑ ∈ [0, 1[ : e i2π(−τ+ϑ) ∈ A�
= m �ϑ ∈ [τ, τ + 1[ : e i2πϑ ∈ A� = µ(A).
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Si f est une fonction intégrable sur T, alors

�
T

f(t) dt = � 1

0
f �e i2πϑ� dϑ.

Si s = e i2πτ ∈ T, on a donc

�
T

f(st) dt = � 1

0
f �e i2π(τ+ϑ)� dϑ = � τ+1

τ
f �e i2πϑ� dϑ = �

T

f(t) dt

�
T

f(t−1) dt = � 1

0

f �e−i2πϑ� dϑ = � −1

0

f �e i2πϑ� d(−ϑ) = �
T

f(t) dt

Alors les classes en, n ∈ Z, des fonctions définies par t 7→ tn forment une base hilbertienne de
L2(µ) et les coefficients 〈v, en〉 de v sont les coefficients de Fourier de v.

Exemple d’algèbre 10. Soit E un espace de Hilbert. L’algèbre B(E) est une algèbre unifère
involutive.

Proposition 2.6.6. Soit E un espace de Hilbert et x un opérateur borné normal sur E.

(i) Si x est d’image fermée, alors E est la somme directe orthogonale de kerx et de im x. De plus,
la restriction de x à imx est un isomorphisme d’espaces de Banach. En fait, im xk ◦ x∗l = imx
pour tout couple (k, l) 6= (0, 0).

(ii) x est inversible si et seulement si x est inversible à gauche, si et seulement si x est inversible
à droite, si et seulement s’il existe c tel que ‖x(v)‖ > c‖v‖ pour tout v ∈ E.

Démonstration. (i). On a imx = (kerx∗)⊥ = (kerx)⊥. Donc x im x est injectif. Si v ∈ E, v = v1+x(v2)
avec x(v1) = 0 et v2 ∈ E : alors x(v) = x ◦ x(v2) et donc x im x est surjectif. Par la proposition 2.4.1,
x im x est un élément inversible de l’espace de Hilbert B(im x). De plus, x∗(v) = x∗ ◦x(v2) = x◦x∗(v2)
(ii). Si x est inversible à gauche, alors x est injective et d’image fermée et donc x est surjective. Si x
est inversible à droite, alors x est surjective et donc injective.
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Troisième chapitre

Calcul fonctionnel rationnel

3.1 Calcul fonctionnel polynomial

3.1.1 Polynôme en un élément d’une algèbre

Soit A une algèbre et soit x ∈ A. Si k ∈ N
∗, l’associativité de la multiplication permet de définir sans

ambiguïté l’élément

xk =
k fois� �� �
x · · ·x .

On peut alors former
∞�

k=1

akx
k = a1x+ a2x

2 + · · · + akx
k + . . . (3.1)

pour toute suite de coefficients (ak)k∈N∗ à valeurs dans K dont le support {k : ak 6= 0} est un
ensemble fini : si n est le maximum de cet ensemble, alors �∞

k=1 akx
k se réduit à une somme d’au

plus n termes non nuls. Si (bl)l∈N∗ est aussi une suite de coefficients à valeurs dans K de support fini,
alors la bilinéarité de la multiplication donne

� ∞�

k=1

akx
k� � ∞�

l=1

blx
l� =

∞�

k=1

∞�

l=1

akblx
kxl

=
∞�

k=1

∞�

l=1

akblx
k+l

=
∞�

n=2

� �
k+l=n

akbl
�xn

= a1b1x
2 + (a1b2 + a2b1)x3 + (a1b3 + a2b2 + a3b1)x4 + . . .

puisque toutes les sommes infinies comportent en fait un nombre fini de termes. Si A admet une unité
u, on pose x0 = u et on peut former

∞�

k=0

akx
k = a0u+ a1x+ · · · + akx

k + . . . (3.2)

On a

� ∞�

k=0

akx
k� � ∞�

l=0

blx
l� =

∞�

n=0

� �
k+l=n

akbl
�xn (3.3)

= a0b0u+ (a0b1 + a1b0)x+ (a0b2 + a1b1 + a2b0)x2 + . . .
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3.1.2 Algèbre de semi-groupe

Ces calculs motivent l’introduction de l’algèbre suivante.

Exemple d’algèbre 11. Considérons l’espace vectoriel K[N] des suites a = (ak)k∈N à valeurs dans
K dont le support est fini et munissons-le de la multiplication définie par

(a ∗ b)n =
�

k+l=n

akbl =
n�

k=0

akbn−k :

a∗b est la convolée de a et b. Muni de la convolution, cet espace est une algèbre commutative. L’unité
de cette algèbre est la suite u dont le seul terme non nul est le terme d’indice 0, qui vaut 1 : en effet,
�n

k=0 ukan−k = an pour chaque n ∈ N.

L’exemple 11 est l’algèbre de semi-groupe du semi-groupe commutatif (N,+). Si T est un semi-groupe
quelconque, on peut encore construire l’algèbre de semi-groupe K[T ] de la même manière.

3.1.3 Algèbre des polynômes

Exemple d’algèbre 12 (suite de l’exemple d’algèbre 11). Soit t la suite dont le seul terme non nul
est le terme d’indice 1, qui vaut 1. Alors, pour tout k ∈ N, tk est la suite dont le seul terme non
nul est le terme d’indice k, qui vaut 1 : (tk)k∈N est la base canonique de K[N] et on a pour tout
x = (xk)k∈N ∈ K[N]

x =
∞�

k=0

xkt
k

(la somme est en fait finie.) Muni de cette base, cette algèbre est l’algèbre K[t] des polynômes par
rapport à l’indéterminée t avec la multiplication habituelle. L’unité t0 de cette algèbre est notée 1 et
l’élément a0t

0 est noté a0. On a donc pour p = a0+a1t+a2t
2+· · ·+ant

n et q = b0+b1t+b2t
2+· · ·+bmt

m

pq = (a0b0) + (a0b1 + a1b0)t+ (a0b2 + a1b1 + a2b0)t2 + · · · + anbmt
n+m.

3.1.4 Calcul fonctionnel polynomial

Les équations (3.1) et (3.2) mènent à la définition suivante.

Définition 3.1.1. Supposons que A admet une unité u. Soit x ∈ A. Pour tout

p = a0 + a1t+ · · · + ant
n ∈ K[t],

on pose
p(x) = a0u+ a1x+ · · · + anx

n ∈ A.

L’application p 7→ p(x) est appelée le calcul fonctionnel polynomial de x (l’adjectif perd l’accent
circonflexe du nom commun.) On note K[x] l’image de ce morphisme.

– Prenons A = K : alors l’application qui à x ∈ K associe p(x) ∈ K est la fonction polynomiale
associée à p. On dit que x est un zéro de p si p(x) = 0.

– Prenons A = K[t] et x ∈ K[t] : alors le polynôme p(x) est noté p ◦ x : c’est le polynôme composé
de p et de x.

Définition 3.1.2. Soit A une algèbre munie d’une unité u et S ⊂ A. L’algèbre unifère engendrée par
S est la plus petite sous-algèbre de A contenant u et S.

Proposition 3.1.1. Soit A une algèbre unifère et x ∈ A. Le calcul fonctionnel polynomial de x est
l’unique morphisme d’algèbres unifères de K[t] dans A qui transforme le polynôme t en x. K[x] est
l’algèbre unifère engendrée par x.
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Démonstration. Le calcul (3.3) montre que le calcul fonctionnel polynomial de x est un morphisme
d’algèbres unifères. Réciproquement, si ϕ : K[t] → A est un morphisme tel que ϕ(1) = u et ϕ(t) = x,
alors ϕ(tk) = xk pour tout k ∈ N par multiplicativité. On a alors par linéarité

ϕ(a0 + a1t+ · · · + ant
n) = a0u+ a1x+ · · · + anx

n.

Le noyau du calcul fonctionnel polynomial de x est l’idéal annulateur de x. En général, il est réduit à
{0}. S’il ne l’est pas, il est de la forme pK[t] avec p ∈ K[t] \ {0} puisque K[t] est un anneau principal :
p est le polynôme minimal de x.
Si A est de dimension finie, alors tout x admet un polynôme minimal. Le théorème de Cayley-Hamilton
montre que le polynôme minimal d’une matrice x ou d’un opérateur sur un espace de dimension finie
divise le polynôme défini par la fonction polynomiale λ 7→ dét(λ Id −x).

Proposition 3.1.2. Soit ϕ : A → B un morphisme d’algèbres unifères. Pour tout x ∈ A et tout
p ∈ K[t] on a ϕ(p(x)) = p(ϕ(x)).

Démonstration. ϕ(a0uA + a1x+ · · · + anx
n) = a0ϕ(uA) + a1ϕ(x) + · · · + anϕ(xn) = a0uB + a1ϕ(x) +

· · · + anϕ(x)n.

En particulier, si ϕ est le morphisme (1.1), on obtient que p(λu) = p(λ)u pour tout λ ∈ K.

3.2 Algèbre quotient

Définition 3.2.1. Soit I un idéal d’une K-algèbreA. Si x−x1, y−y1 ∈ I, alors x(y−y1), (x−x1)y1 ∈ I
et donc xy−x1y1 ∈ I. L’application (x+I, y+I) 7→ (xy+I) est donc bien définie et munit le K-espace
vectoriel A/I d’une multiplication : on obtient l’algèbre quotient de A par I.
– Si A admet une unité u, alors u+ I est l’unité de A/I.
– Supposons que A est une algèbre involutive et que I est autoadjoint. Si x−x1 ∈ I, alors x∗ −x∗

1 ∈ I.
L’application x+ I 7→ x∗ + I est donc bien définie et munit A/I d’une involution.

L’application quotient canonique
π : A → A/I

x 7→ x+ I

est un morphisme d’algèbres surjectif de noyau I. Si A est unifère ou involutive, π est un morphisme
d’algèbres unifères ou involutives. Soit ϕ : A → B un morphisme d’algèbres de noyau I et considérons
sa factorisation canonique

A/I
ϕ̃−−−−→ imϕ

π���
���ι

A
ϕ−−−−→ B.

Alors ϕ̃ est un morphisme d’algèbres bijectif.

3.3 Calcul fonctionnel rationnel

3.3.1 Algèbre des fractions rationnelles

L’exemple suivant va nous permettre de définir le calcul fonctionnel rationnel.

Exemple d’algèbre 13. Notons
p

q
le couple (p, q) ∈ K[t] × (K[t] \ {0}). Les opérations définies par

λ
p

q
=
λp

q
,

p1

q1
+
p2

q2
=
p1q2 + q1p2

q1q2
,

p1

q1

p2

q2
=
p1p2

q1q2

munissent K[t] × (K[t] \ {0}) d’une structure de K-algèbre dont l’unité est
1
1

. Notons

I = �0
q

: q ∈ K[t] \ {0}� :
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I est un idéal et on a
p1

q1
− p2

q2
∈ I si et seulement si p1q2 = p2q1. On peut donc former l’algèbre

quotient
K(t) = �K[t] × (K[t] \ {0})�/I.

Cette algèbre est l’algèbre des fractions rationnelles par rapport à l’indéterminée t. Si p = p1d et
q = q1d, alors

p

q
− p1

q1
∈ I : toute fraction rationnelle r admet donc un représentant

p

q
tel que p et

q sont premiers entre eux et ce représentant est unique si on suppose de plus que q est un polynôme
unitaire ; les zéros de r sont alors les zéros de p et les pôles de r sont les zéros de q. L’application qui
à p ∈ K[t] associe la classe de

p

1
dans K(t) est un morphisme d’algèbres unifères injectif par lequel

on identifie K[t] à une sous-algèbre de K(t).

3.3.2 Calcul fonctionnel rationnel

Si p1q2 = p2q1 et q1(x) et q2(x) sont inversibles, alors

p1(x)q1(x)−1 = p2(x)q2(x)−1.

On peut donc poser la définition suivante sans ambiguïté.

Définition 3.3.1. Supposons que A est unifère. Soit x ∈ A et r ∈ K(t). Si r admet un représentant
p

q
tel que q(x) est inversible, on dit que r(x) est bien défini et on pose

r(x) = p(x)q(x)−1.

L’application r 7→ r(x) est appelée le calcul fonctionnel rationnel de x. On note K(x) l’image de ce
morphisme.

– Prenons A = K : alors r(x) est bien défini si et seulement si x n’est pas un pôle de r et l’application

K \ {pôles de r} → K

x 7→ r(x)

est la fonction rationnelle associée à r.
– Prenons x ∈ K(t) : alors la fraction rationnelle r(x) est notée r ◦ x : c’est la fraction rationnelle

composée de r et de x. Calculons r ◦ x si r est le polynôme a0 + a1t + · · · + ant
n et

p

q
est un

représentant de x : alors

r ◦ x = a0
1
1

+ a1
p

q
+ · · · + an

�
p

q
�n

+ I =
a0q

n + a1pq
n−1 + · · · + anp

n

qn
+ I

et r ◦ x est bien défini sauf si x est une constante égale à un pôle de r.

Définition 3.3.2. Soit A une algèbre munie d’une unité u et S ⊂ A. L’algèbre pleine engendrée par
S est la plus petite sous-algèbre B de A contenant u et S telle que tout élément de B inversible dans
A soit inversible dans B.

Proposition 3.3.1. Supposons que A est unifère. Soit x ∈ A.

(i) Le calcul fonctionnel rationnel de x est l’unique morphisme d’algèbres unifères de l’algèbre des
fractions rationnelles bien définies en x dans A qui transforme t en x.

(ii) Si s(x) et r(s(x)) sont bien définis, alors (r ◦ s)(x) est bien défini et (r ◦ s)(x) = r(s(x)).

(iii) Si ϕ : A → B est un morphisme d’algèbres unifères et r(x) est bien défini, alors r(ϕ(x)) est
bien défini et r(ϕ(x)) = ϕ(r(x)).

(iv) K(x) est l’algèbre pleine engendrée par x.
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Démonstration. (i). Montrons que le calcul fonctionnel rationnel de x est un morphisme d’algèbres

unifères. Si r1(x) et r2(x) sont bien définis, soient
p1

q1
et
p2

q2
des représentants tels que q1(x) et q2(x)

sont inversibles. Alors (q1q2)(x) est inversible et on a successivement

r1(x)q1(x) = p1(x)

r2(x)q2(x) = p2(x)

�r1(x) + r2(x)�q1(x)q2(x) = p1(x)q2(x) + p2(x)q1(x)

r1(x) + r2(x) = (p1q2 + p2q1)(x) �(q1q2)(x)�−1
= (r1 + r2)(x)

r1(x)r2(x)q1(x)q2(x) = p1(x)p2(x)

r1(x)r2(x) = (p1p2)(x) �(q1q2)(x)�−1
= (r1r2)(x)

en utilisant le calcul fonctionnel polynomial. Réciproquement, si ϕ est un morphisme d’algèbres
unifères tel que ϕ(t) = x, alors ϕ(p) = p(x) pour tout p ∈ K[t]. Si r admet un représentant

p

q
avec

q(x) inversible, alors
p(x) = ϕ(p) = ϕ(rq) = ϕ(r)ϕ(q) = ϕ(r)q(x)

et donc ϕ(r) = p(x)q(x)−1.
(ii). Si s(x) est bien défini et r ∈ K[t], alors la formule (3.3.2) montre que (r ◦ s)(x) est bien défini.
L’application r 7→ (r ◦ s)(x) est un morphisme d’algèbres unifères qui transforme t en s(x) puisque
c’est la composée du calcul fonctionnel polynomial de s avec le calcul fonctionnel rationnel de x. Par
unicité, c’est le calcul fonctionnel polynomial de s(x) et donc (r ◦ s)(x) = r(s(x)) pour tout r ∈ K[t].

Soit
p

q
un représentant de r tel que q(s(x)) est inversible. Alors

r(s(x)) = p(s(x))q(s(x))−1 = (p ◦ s)(x) �(q ◦ s)(x)�−1
= (r ◦ s)(x).

(iii). Soit
p

q
un représentant de r tel que q(x) est inversible. Alors q(ϕ(x)) = ϕ(q(x)) est inversible et

p(ϕ(x))q(ϕ(x))−1 = ϕ(p(x))ϕ(q(x)−1) = ϕ(r(x)).

(iv). Montrons que tout élément de K(x) inversible dans A est inversible dans K(x) : si p(x)q(x)−1

est inversible dans A, alors p(x) est inversible dans A et l’inverse q(x)p(x)−1 de p(x)q(x)−1 appartient
à K(x). Si on note B l’algèbre pleine engendrée par x, on a donc B ⊂ K(x). Réciproquement, soient
p, q ∈ K[t]. On a p(x), q(x) ∈ B, et si q(x) est inversible dans A, q(x)−1 ∈ B et donc p(x)q(x)−1 ∈ B.
Donc K(x) ⊂ B.
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Quatrième chapitre

Algèbres de fonctions

4.1 Algèbre des fonctions continues sur un espace localement compact,

nulles à l’infini

Un espace topologique T dont tout point admet un voisinage compact est dit localement compact. Le
compactifié d’Alexandroff T̃ de T est la réunion de T avec un point noté ∞, munie de la topologie
suivante : un fermé de T̃ est soit un compact de T soit la réunion de ∞ avec un fermé de T .
– Les voisinages ouverts de ∞ sont donc les complémentaires des compacts de T .
– Si T est compact, {∞} est ouvert dans T̃ : ∞ est un point isolé de T̃ .
– Si T est compact et t ∈ T , un fermé de T est soit un compact de T \ {t} soit la réunion de t avec

un fermé de T \ {t} : T est homéomorphe au compactifié d’Alexandroff de T \ {t} avec t le point
∞.

Exemple d’algèbre 14. Soit K le corps des réels ou des complexes et T un espace localement
compact. On dit qu’une fonction x : T → K est nulle à l’infini si sa limite en ∞ vaut 0 : pour tout
ε > 0, {t ∈ T : |x(t)| > ε} est compact. Si T est compact, toute fonction x est donc nulle à l’infini.
Une fonction continue sur T à valeurs dans K nulle à l’infini est bornée et l’espace vectoriel C0(T )
de ces fonctions est normé en posant ‖x‖ = max

t∈T
|x(t)| ; de plus, C0(T ) est complet. C’est une algèbre

commutative munie de la multiplication des fonctions définie par

(xy)(t) = x(t)y(t) pour tout t ∈ T . (4.1)

En effet, si ε > 0, alors {t ∈ T : |x(t)y(t)| > ε} ⊂ {t ∈ T : |x(t)| ‖y‖ > ε}. Si T est compact, on note
aussi C (T ) cet espace. Si T est discret, on le note aussi c0(T ). Cette algèbre est involutive munie de
l’involution définie par

x∗(t) = x(t) pour tout t ∈ T . (4.2)

x est hermitien si et seulement si x est à valeurs réelles, et x est positif si et seulement si x est à
valeurs positives. L’application qui à x ∈ C0(T ) associe son prolongement par continuité x̃ ∈ C (T̃ )
défini par

x̃(t) =

�
x(t) si t ∈ T

0 si t = ∞
(4.3)

est un morphisme d’algèbres involutives injectif qui permet d’identifier C0(T ) avec l’idéal des éléments
de C (T̃ ) nuls en ∞. On démontre en topologie que si K ⊂ T est compact, alors il existe x ∈ C0(T )
telle que x(t) = 1 pour tout t ∈ K (c’est une conséquence du théorème de Tietze-Urysohn.) Si u est
l’unité de C0(T ), alors u(t) = 1 pour tout t ∈ T . En effet, il existe x ∈ C0(T ) telle que x(t) = 1, et
si ux = x, alors u(t)1 = 1. Notons 1 la fonction constamment égale à 1 : elle est nulle à l’infini si
et seulement si T est compact. Donc C0(T ) est unifère si et seulement si T est compact. Si K = R,
x est unitaire si et seulement si x vaut 1 ou −1 sur chaque composante connexe de T . Si K = C, x
est unitaire si et seulement si x est à valeurs dans T = {λ ∈ C : |λ| = 1}, le cercle unité du plan
complexe.
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Proposition 4.1.1. Soit T compact et x ∈ C (T ). L’élément x est inversible si et seulement si x ne
s’annule pas et alors x−1(t) = x(t)−1 pour tout t ∈ T .

Démonstration. Si xy = 1, x(t) 6= 0 et y(t) =
1
x(t)

pour tout t ∈ T . Réciproquement, si x ne s’annule

pas, alors la fonction définie par y(t) =
1
x(t)

est continue.

Proposition 4.1.2. Soit T compact, x ∈ C (T ) et r ∈ K(t). r(x) est bien défini si et seulement si r
n’a pas de pôle dans x(T ) et r(x) est la composée r ◦ x : t 7→ r(x(t)) de x avec la fonction rationnelle
associée à r.

Démonstration. Pour chaque t ∈ T , l’application x 7→ x(t) est un morphisme d’algèbres unifères.
Donc (r(x))(t) = r(x(t)).

En fait, r(x) est bien défini si et seulement si la fonction rationnelle associée à r est bien définie sur
x(T ). Cela montre qu’on peut étendre le calcul fonctionnel rationnel aux fonctions continues sur le
compact x(T ).

4.2 Algèbre des classes de fonctions mesurables bornées

4.2.1 Algèbre des fonctions mesurables bornées

Exemple d’algèbre 15. Soit K le corps des réels ou des complexes et (T, µ) un espace mesuré.
L’ensemble des fonctions mesurables bornées sur T est un espace vectoriel noté L ∞(µ) et normé en
posant ‖x‖ = sup

t∈T
|x(t)| ; de plus, L ∞(µ) est complet, et même fermé dans KT muni de la topologie

produit, appelée topologie de la convergence simple. C’est une algèbre commutative involutive muni
de la multiplication des fonctions définie comme en (4.1) et de l’involution définie comme en (4.2).
L’unité de L ∞(µ) est 1. Si µ est la mesure de comptage, on note aussi `∞(T ) cet espace ; µ est une
mesure borélienne si on munit T de la topologie discrète. Si T est un espace localement compact et
µ est une mesure borélienne, alors C0(T ) est un sous-espace vectoriel fermé de L ∞(µ) qui est dense
pour la topologie de la convergence simple.

Proposition 4.2.1. Soit x ∈ L ∞(µ). x est inversible si et seulement s’il existe ε > 0 tel que
|x(t)| > ε pour tout t ∈ T .

Démonstration. Soit y mesurable bornée telle que xy = 1. Alors x(t) 6= 0 et y(t) =
1
x(t)

pour tout

t ∈ T . Donc |x(t)| > �sup
t∈T

|y(t)|�−1

.

Proposition 4.2.2. Soit x ∈ L ∞(µ) et r ∈ K(t). r(x) est bien défini si et seulement si r n’a pas de
pôle dans x(T ) et r(x) est la composée r ◦ x : t 7→ r(x(t)) de x avec la fonction rationnelle associée à
r.

Démonstration. Soit q ∈ K[t]. Alors q(x) est la composée q ◦ x : t 7→ q(x(t)) de x avec la fonction
polynomiale associée à q. Si λ ∈ x(T ), alors q(λ) ∈ q(x(T )). Donc q(x) est inversible si et seulement
si q n’a pas de zéro dans x(T ).

En fait, r(x) est bien défini si et seulement si la fonction rationnelle associée à r est bien définie
et bornée sur x(T ). Cela montre qu’on peut étendre le calcul fonctionnel rationnel aux fonctions
mesurables bornées sur x(T ).
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4.2.2 Algèbre des classes de fonctions mesurables bornées

Exemple d’algèbre 16 (suite de l’exemple d’algèbre 15). Soit I l’ensemble des fonctions mesurables
bornées x nulles presque partout, c’est-à-dire que µ[x 6= 0] = 0. Alors I est un espace vectoriel fermé
parce qu’une réunion dénombrable d’ensembles de mesure nulle est de mesure nulle. I est en fait
un idéal autoadjoint : on peut donc former l’algèbre quotient L ∞(µ)/I des classes d’équivalence de
fonctions mesurables bornées pour l’égalité presque partout. Cette algèbre, notée L∞(µ), est commu-
tative et involutive et son unité, encore notée 1, est la classe de 1. Lorsqu’on considère un élément
de L∞(µ), on choisit en général tacitement une fonction qui en est un représentant, à moins que cela
prête à confusion. Si aucun ouvert de T n’est de mesure nulle, alors toute fonction continue nulle
presque partout est nulle : donc l’application qui à x ∈ C0(T ) associe sa classe dans L∞(µ) est un
morphisme d’algèbres unifères involutives injectif qui permet d’identifier C0(T ) à une sous-algèbre de
L∞(µ).

Proposition 4.2.3. Soit x ∈ L∞(µ). x est inversible si et seulement s’il existe ε > 0 tel que µ[|x| <
ε] = 0.

Démonstration. Si µ[|x| < ε] = 0, x admet un représentant x̃ tel que |x̃(t)| > ε pour tout t ∈ T , et
donc inversible. Réciproquement, si µ[|x| < ε] > 0, alors x n’a pas de représentant inversible.

Définition 4.2.1. L’image essentielle de x ∈ L∞(µ) est

im essx = {λ ∈ K : ∀ ε > 0 µ[|λ − x| < ε] > 0}.

Proposition 4.2.4. Soit x ∈ L∞(µ). L’image essentielle de x est compacte et µ[x /∈ im essx] = 0.

Démonstration. Le complémentaire de im essx est la réunion de toutes les boules ouvertes B de centre
λ ∈ K et de rayon ε > 0 telles que µ[x ∈ B] = 0. Cette réunion se réduit à une réunion dénombrable
de boules ouvertes.

Proposition 4.2.5. Soit x ∈ L∞(µ) et x̃ ∈ L ∞(µ) un représentant de x tel que x̃(T ) ⊂ im essx.
Soit r ∈ K(t). r(x) est bien défini si et seulement si r n’a pas de pôle dans im essx, et r(x) est la
classe de la composée r ◦ x̃ : t 7→ r(x̃(t)) de x̃ avec la fonction rationnelle associée à r.

Démonstration. Soit π : L ∞(µ) → L∞(µ) l’application quotient canonique. Si r n’a pas de pôle dans
im essx, π(r(x̃)) = r(π(x̃)) = r(x). Soit q ∈ K[t] et λ un zéro de q. Soit y ∈ L ∞(µ) un représentant
de x. Si λ ∈ im essx, alors ∀ ε > 0 µ[|q(y)| < ε] > 0 et donc q(y) n’est pas inversible.

Soit x ∈ L∞(µ) et y ∈ L ∞(µ). Si x̃1 et x̃2 sont deux représentants de x, alors les fonctions mesurables
bornées y ◦ x̃1 et y ◦ x̃2 sont égales presque partout : on peut donc définir y ◦ x sans ambiguïté et
étendre le calcul fonctionnel polynomial aux fonctions mesurables bornées. Par contre, si y1 est égale
à y presque partout, alors y ◦ x n’est pas nécessairement égal à y1 ◦ x.

4.3 Algèbres de groupe

Soit K le corps des complexes.

4.3.1 Algèbre `1(Z)

Exemple d’algèbre 17. Soit `1(Z) l’espace des suites bi-infinies absolument convergentes. Si x, y ∈
`1(Z), alors�

∞�

k=−∞

|xk|� �
∞�

n=−∞

|yn|� =
∞�

k=−∞

�
|xk|

∞�

n=−∞

|y−k+n|�
=

∞�

n=−∞

�
∞�

k=−∞

|xky−k+n|� =
∞�

n=−∞

�
�

k+l=n

|xkyl|�
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car la somme de séries absolument convergentes ne dépend pas de l’ordre de sommation. Donc

x ∗ y =
� �

k+l=n

xkyl
�

n∈Z

est un élément de `1(Z) : c’est la convolée de x et y. Muni de la convolution, `1(Z) est une algèbre
commutative. Vérifions par exemple la distributivité de la convolution : si x, y, z ∈ `1(Z), alors x ∗ y,
x ∗ z, y + z et x ∗ (y + z) sont dans `1(Z) et on a pour tout n ∈ Z

�

k+l=n

xkyl +
�

k+l=n

xkzl =
�

k+l=n

xkyl + xkzl =
�

k+l=n

xk(yl + zl).

On a utilisé la formule de la somme de deux séries convergentes et la distributivité de la multiplication
de K ; on n’indique pas l’ordre de sommation des séries parce qu’elles sont absolument convergentes.
L’unité de `1(Z) est la suite u dont tous les termes sont nuls sauf le terme d’indice 0, qui vaut 1. En

effet,
∞�

k=−∞

ukyl−k = yl pour chaque l ∈ Z. L’application définie par x∗
n = x−n est une involution de

`1(Z). Considérons l’application

FZ : `1(Z) → C (T)

x 7→
�
x̂ : t 7→

∞�

n=−∞

xnt
n�

Elle est bien définie car la série converge uniformément par rapport à t. FZ est la transformation de
Fourier du groupe discret (Z,+) et x̂ est la somme de la série de Fourier x. On a

�

x ∗ y(t) =
∞�

n=−∞

� �
k+l=n

xkyl
�tn

=
∞�

n=−∞

�

k+l=n

(xkt
k)(ylt

l)

=
∞�

k=−∞

xkt
k

∞�

n=−∞

ynt
n = x̂(t)ŷ(t)

puisque la somme de séries absolument convergentes ne dépend pas de l’ordre de sommation. De plus
�

u = 1 et
�

x∗(t) =
∞�

n=−∞

x−nt
n =

∞�

n=−∞

x−nt−n =
∞�

n=−∞

xntn = x̂∗(t)

Donc FZ est un morphisme d’algèbres unifères involutives de `1(Z) dans C (T). L’image de FZ est
l’algèbre involutive des fonctions continues sur T dont la série de Fourier converge normalement.
Comme elle contient les t 7→ tn, elle est dense. Elle n’est pas fermée : on peut utiliser le théorème de

Banach-Steinhaus pour le voir ; on peut aussi montrer que la série de Fourier
∞�

n=1

e in log n

n
tn converge

uniformément.

L’exemple 17 est l’algèbre de groupe du groupe commutatif discret (Z,+). Si T est un groupe discret
quelconque, on peut encore construire l’algèbre de groupe `1(T ) de la même manière.

4.3.2 Algèbre L1(T)

Exemple d’algèbre 18. Soit L1(T) l’espace de Banach des classes de fonctions intégrables sur T.
Si x, y ∈ L1(T), alors��

T

|x(t)| dt� ��
T

|y(s)| ds � = �
T

�
|x(t)| �

T

|y(t−1s)| ds� dt

= �
T

��
T

|x(t)y(t−1s)| dt� ds
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par le théorème de Fubini. Donc

x ∗ y(s) = �
T

x(t)y(t−1s) dt

existe pour presque tout s et définit un élément de L1(T) : c’est la convolée de x et y. Muni de la
convolution, L1(T) est une algèbre commutative. L’application définie par

x∗(t) = x(t−1) presque partout

est une involution de L1(T). Considérons l’application

FT : L1(T) → c0(Z)

x 7→ x̂ =
� �

T

x(t)t−n dt�
n∈Z

.

Elle est bien définie par le lemme de Riemann-Lebesgue. FT est la transformation de Fourier du
groupe compact (T, ·) et x̂ est la série de Fourier de x. On a

�

x ∗ y(n) = �
T

��
T

x(t)y(t−1s) dt�s−n ds

= �
T

��
T

�x(t)t−n� �y(t−1s)(t−1s)−n� dt�ds

= �
T

�
x(t)t−n �

T

y(t−1s)(t−1s)−n ds�dt

=
��

T

x(t)t−n dt� ��
T

y(s)s−n ds� = x̂(n)ŷ(n)

par le théorème de Fubini et

�

x∗(n) = �
T

x(t−1)t−n dt = �
T

x(t−1)tn dt = �
T

x(t)t−n dt = x̂∗(n) :

donc FT est un morphisme d’algèbres involutives de L1(T) dans c0(Z). Si x ∈ `1(Z), alors

�
T

x̂(t)t−n dt = �
T

�
∞�

k=−∞

xkt
k� t−n dt =

∞�

n=−∞

xk �
T

tk−n dt = xn.

En identifiant les fonctions continues à leur classe dans L1(T), on a donc FT ◦ FZ(x) = x. En
particulier, FZ est injective et FT est d’image dense. Elle n’est pas fermée : on peut utiliser le
théorème de Banach-Steinhaus pour le voir ; on peut aussi montrer que �signe(n)/ log(|n| + 2)�

n∈Z

n’est pas la série de Fourier d’une fonction intégrable.
FT est injective : c’est le théorème d’unicité de la série de Fourier. Cela résulte aussi du fait qu’on
peut identifier F ′

T
à FZ, qui est d’image dense. En fait, si x ∈ L1(T) et l ∈ `1(Z), alors

∞�

n=−∞

lnx̂(n) =
∞�

n=−∞

ln �
T

x(t)t−n dt

= �
T

�
∞�

n=−∞

lnt
−n� x(t) dt = �

T

l̂(t−1)x(t) dt. (4.4)

Si y ∈ C (T), posons (s(y))(t) = y̌(t) = y(t−1). Soit π le morphisme injectif qui permet d’identifier
une fonction continue sur T avec sa classe dans L∞(T). Alors (4.4) montre que F ′

T
= π ◦ s ◦ FZ.

Si L1(T) avait une unité u, alors û(n) = 1 pour tout n, ce qui est impossible.

L’exemple 18 est l’algèbre de groupe du groupe commutatif compact (T, ·). Si T est un groupe loca-
lement compact quelconque, on peut encore munir T d’une mesure de Haar et construire l’algèbre de
groupe L1(T ) de la même manière.
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Cinquième chapitre

Spectre

5.1 Spectre

5.1.1 Spectre dans une algèbre unifère

Définition 5.1.1. Supposons que A admet une unité u et soit x ∈ A. Un élément λ ∈ K est valeur
spectrale de x si λu−x n’est pas inversible. Le spectre de x est l’ensemble de ses valeurs spectrales. Ce
spectre sera noté spec x, ou specA x s’il y a un risque de confusion. Son complémentaire est l’ensemble

résolvant de x et noté rés x. Soit Rλ la fraction rationnelle
1

λ− t
. La résolvante de x est la fonction

R(x) : rés x → A

λ 7→ Rλ(x) = (λu − x)−1.

Si a ∈ K, alors spec(au+ x) = a+ specx. Si b ∈ K \ {0}, alors spec(bx) = b specx ; c’est encore vrai
si b = 0 lorsque specx n’est pas vide. Si x est inversible, alors spec(x−1) = (specx)−1. On obtient
ainsi que

spec �(au+ bx)(cu + dx)−1� = �a+ bλ

c+ dλ
: λ ∈ specx�

sauf si
a+ bt

c+ dt
est constant et spec x est vide.

– Si A = K, alors specx = {x} : en effet, λ− x est inversible si et seulement si λ− x 6= 0.
– Si A = Mn ou A = L (E) ave E de dimension n, specx est l’ensemble des λ tels que dét(λ Id −x) =

0 et a donc au plus n éléments, et au moins un élément si K est algébriquement clos.

Proposition 5.1.1. Soit ϕ : A → B un morphisme d’algèbres unifères et x ∈ A. Alors specB ϕ(x) ⊂
specA x.

Démonstration. Si λuA − x est inversible, alors ϕ(λuA − x) = λuB − ϕ(x) l’est aussi.

Proposition 5.1.2. Si A est une algèbre involutive unifère et x ∈ A, specx∗ = {λ̄ : λ ∈ specx}.

– Si x est hermitien, specx est stable par conjugaison.
– Si x est unitaire, specx est stable par λ 7→ λ−1.

5.1.2 Première moitié du théorème spectral

Proposition 5.1.3. Soit A un algèbre unifère. Soit x ∈ A et r ∈ K(t) tel que r(x) est bien défini.
Si λ ∈ specx, alors r(λ) ∈ spec r(x) : on a

r(specx) ⊂ spec r(x).

30



Démonstration. Si r est un polynôme et λ ∈ K, alors il existe un polynôme s tel que r(λ)−r = (λ−t)s
et donc r(λ)u − r(x) = (λu − x)s(x). Si r(λ)u − r(x) est inversible, alors λu − x est inversible :

(λu − x)s(x) �r(λ)u − r(x)�−1
= s(x) �r(λ)u − r(x)�−1

(λu − x) = u

Soit r une fraction rationnelle et
p

q
un représentant de r avec q(x) inversible. Soit λ ∈ specx :

alors q(λ) 6= 0 et r(λ)u − r(x) est inversible si et seulement si r(λ)q(x) − p(x) est inversible ; or
0 = r(λ)q(λ) − p(λ) ∈ spec r(λ)q(x) − p(x).

5.1.3 Deuxième moitié du théorème spectral

Proposition 5.1.4. Soit K un corps algébriquement clos et A une algèbre unifère. Soit x ∈ A et
r ∈ K(t). Si r(x) est bien défini, alors

spec r(x) = r(spec x)

sauf dans le cas où à la fois specx est vide et r est constant.

Démonstration. Soit
p

q
un représentant de r avec q(x) inversible. Soit µ ∈ K. Si r n’est pas constante,

la décomposition de µq − p en facteurs premiers donne

µ− p

q
=
µq − p

q
=
a
�

λ∈Λ (t− λ)αλ

q

avec Λ = {λ ∈ K : r(λ) = µ} et αλ la multiplicité du zéro λ dans µq − p. Alors

µu− r(x) = aq(x)−1 �
λ∈Λ

(x− λu)αλ :

Donc µu− r(x) est inversible si et seulement si x− λu est inversible pour tout λ ∈ Λ : µ ∈ spec r(x)
si et seulement s’il existe λ ∈ specx tel que r(λ) = µ. Cette égalité reste vraie lorsque r est une
constante si specx n’est pas vide.

5.1.4 Calcul fonctionnel rationnel dans un corps algébriquement clos

Si K est algébriquement clos, alors on peut préciser quand r(x) est bien défini grâce à l’algèbre
suivante.

Exemple d’algèbre 19. Soit T ⊂ K et K(t)T l’ensemble des fractions rationnelles sans pôle dans
T . C’est une sous-algèbre unifère de K(t).

Proposition 5.1.5. Supposons que K est algébriquement clos et que A est unifère. Soit x ∈ A.

(i) L’élément r(x) est bien défini si et seulement si r n’a pas de pôle dans le spectre de x : x ∈
K(t)spec x.

(ii) Le calcul fonctionnel rationnel de x est l’unique morphisme d’algèbres unifères de K(t)spec x

dans A qui transforme t en x.

(iii) Si r ∈ K(t)spec x et s ∈ K(t)spec r(x), alors s(r(x)) = (s ◦ r)(x).

Démonstration. (i). Soit
p

q
le représentant de r tel que p et q sont deux polynômes premiers entre

eux. Alors q 6= 0 et donc q(x) est inversible si et seulement si 0 /∈ q(specx).
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5.2 Spectre d’un endomorphisme d’un espace vectoriel

Proposition 5.2.1. Soit E un espace vectoriel et x ∈ L (E). Si λ est valeur propre de x, alors λ
est valeur spectrale de x. λ est valeur spectrale sans être valeur propre si et seulement si λ Id −x est
injectif non surjectif.

Démonstration. Si λ Id −x n’est pas injectif, alors λ Id −x n’est pas bijectif.

Si E est de dimension finie, alors toute valeur spectrale est valeur propre.

Lemme 5.2.2 (lemme de décomposition des noyaux). Soient p1, p2 ∈ K[t] et x ∈ L (E). Si p1 et p2

sont premiers entre eux, alors ker(p1p2)(x) = kerp1(x) ⊕ ker p2(x).

Démonstration. Il existe q1, q2 ∈ K[t] tels que q1p1 + q2p2 = 1. Alors (q1p1)(x) + (q2p2)(x) = Id.
Donc tout v ∈ E s’écrit

v = �(q1p1)(x)�(v) + �(q2p2)(x)�(v) = �q1(x) ◦ p1(x)�(v) + �q2(x) ◦ p2(x)�(v).

Si v ∈ kerp1(x) ∩ kerp2(x), on en déduit que v = 0. Si v ∈ ker(p1p2)(x), alors

�p2(x) ◦ p1(x)�(v) = �p1(x) ◦ p2(x)�(v) = 0

et on en déduit que v s’écrit comme la somme d’un élément de ker p2(x) avec un élément de kerp1(x).
Réciproquement, ker p1(x) ∪ ker p2(x) ⊂ ker(p1p2)(x).

Corollaire 5.2.3. Soit x ∈ L (E). Les sous-espaces propres de x sont en somme directe. Si x admet
un polynôme minimal p, toute valeur spectrale de x est valeur propre et les racines de p forment le
spectre de x.

Démonstration. Si λ1, . . . , λn ∈ K, alors λ1 − t, . . . , λn − t sont des polynômes premiers entre eux. Si
λ est valeur spectrale, alors p(λ) ∈ spec p(x) et donc p(λ) = 0. Réciproquement, si p(λ) = 0, alors
p = (λ − t)q et donc (λ Id −x) ◦ q(x) = 0 et im q(x) ⊂ kerλ Id −x. Or q(x) 6= 0 parce que p est
minimal.

Théorème 5.2.4 (réduction de Jordan). Considérons les suites de sous-espaces de E définies par
Nk = kerxk et Ik = imxk. Alors

(i) Nk ⊂ Nk+1 et Ik+1 ⊂ Ik.

(ii) S’il existe m minimal tel que Nm = Nm+1, alors Nl = Nm pour tout l > m. De plus x(Nm) ⊂
Nm et Nm ∩ Im = {0}.

(iii) S’il existe n minimal tel que In+1 = In, alors Il = In pour tout l > n. De plus x(In) = In et
Nn + In = E.

(iv) Supposons que de tels m et n existent. Alors m = n et donc E = Nm ⊕ Im. De plus,
– la restriction de x à Im est inversible ;
– soit y = x Nm

la restriction de x à Nm : alors ker y = kerx et coker y est isomorphe à cokerx.
En particulier, si Nm est de dimension finie, alors cokerx est de dimension finie et on a le
théorème du rang :

dim cokerx = dim kerx.

Démonstration. (i). Comme
xk(v) = 0 ⇒ xk+1(v) = 0,

on a Nk ⊂ Nk+1. Comme
v = xk+1(w) ⇒ v = xk(x(w)),

on a Ik+1 ⊂ Ik.
(ii). On a

v ∈ Nk+1 ⇔ xk+1(v) = 0 ⇔ xk(x(v)) = 0 ⇔ x(v) ∈ Nk

et donc, si Nk = Nk+1, alors Nk+1 = Nk+2 et x(Nk) ⊂ Nk. Si v est tel que xm(v) = 0 et qu’il existe
w ∈ E avec v = xm(w), alors x2m(w) = 0 et donc xm(w) = 0 et v = 0.
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(iii). On a
v ∈ Ik+1 ⇔ ∃w ∈ E v = xk+1(w) = x(xk(w)) ⇔ v ∈ x(Ik)

et donc, si Ik = Ik+1, alors Ik+1 = Ik+2 et x(Ik) = Ik. Soit v ∈ E. Comme I2n = In, il existe w ∈ E
tel que xn(v) = x2n(w). Donc v − xn(w) ∈ Nn et v = (v − xn(w)) + xn(w).
(iv). Supposons m 6 n : alors Nn = Nm ; montrons que Im ⊂ In et donc m > n. Si v ∈ Im, soient
v1 ∈ Nn et v2 ∈ In tels que v = v1 + v2 : comme In ⊂ Im, v1 ∈ Nm ∩ Im et donc v1 = 0 et v = v2.
Supposons m > n : alors Im = In ; montrons que Nm ⊂ Nn et donc m 6 n. Si v ∈ Nm, soient v1 ∈ Nn

et v2 ∈ In tels que v = v1 + v2 : comme Nn ⊂ Nm, v2 ∈ Nm ∩ Im et donc v2 = 0 et v = v1.
On a déjà montré que x(Im) = Im et donc la restriction de x à Im est un opérateur bien défini et
surjectif. Montrons que cet opérateur est injectif. Soit v ∈ Im tel que x(v) = 0 et soit w tel que
v = xm(w). Alors xm+1(w) = 0 et comme Nm+1 = Nm, xm(w) = 0 et donc v = 0.
On a ker y = Nm ∩ kerx = Nm ∩N1 = Nm. Comme im y ⊂ imx, l’opérateur

Φ: Nm/ im y → E/ im x

v + im y 7→ v + im x

est bien défini. Montrons que Φ est injectif. Soit v ∈ Nm tel que Φ(v + im y) = 0 + im x. Alors
v ∈ im x ; soit w ∈ E tel que v = x(w) et soient w1 ∈ Nm et w2 ∈ Im tels que w = w1 + w2.
Alors v = y(w1) + x(w2) et donc x(w2) ∈ Nm ∩ Im. Donc x(w2) = 0 et v ∈ im y. Montrons que Φ
est surjectif. Soit v ∈ E ; il existe v1 ∈ Nm et v2 ∈ Im tels que v = v1 + v2. Alors v2 ∈ x(Im) et
v + im x = v1 + im x = Φ(v1 + im y).
Si Nm est de dimension finie, alors dimNm = dim ker y + dim im y.

5.3 Spectre d’un opérateur normal sur un espace A-hermitien

Proposition 5.3.1. Soit E un espace vectoriel muni d’un produit intérieur anisotrope et x ∈ LA(E)
normal.

(i) Si v est vecteur propre de x associé à la valeur propre λ, alors v est vecteur propre de x∗ associé
à la valeur propre λ̄ : l’espace propre de x pour λ égale l’espace propre de x∗ pour λ̄ ; de plus,
l’espace propre de x pour λ égale l’espace spectral de x pour λ : ker (λ Id −x)n = kerλ Id −x
pour tout n > 1.

(ii) Deux espaces propres de x associés à des valeurs propres distinctes sont orthogonaux.
(iii) Si x est hermitien, alors toute valeur propre de x est réelle.

Démonstration. (i) se déduit de la proposition 2.3.1 parce que λ Id −x est normal si x est normal et
donc kerλ Id −x = ker λ̄ Id −x∗.
(ii). Si v ∈ kerλ Id −x et w ∈ kerµ Id −x, alors

λ 〈v, w〉 = 〈x(v), w〉 = 〈v, x∗(w)〉 = 〈v, µ̄w〉 = µ 〈v, w〉
et donc (λ− µ) 〈v, w〉 = 0.
(iii). Si v ∈ kerλ Id −x, alors λ 〈v, v〉 = 〈x(v), v〉 = 〈v, x(v)〉 = 〈v, λv〉 = λ̄ 〈v, v〉 : donc 〈v, v〉 Im λ =
0.

5.4 Adjonction d’une unité

Définition 5.4.1. Soit A une K-algèbre. Sur l’ensemble A1 = K ×A, définissons les lois de compo-
sition suivantes :

λ(µ, x) = (λµ, λx)

(λ, x) + (µ, y) = (λ+ µ, x+ y)

(λ, x)(µ, y) = (λµ, λy + µx+ xy).

Alors A1 est une K-algèbre unifère et u1 = (1, 0) est l’unité de A1. Si A est involutive, on munit A1

de l’involution définie par
(λ, x)∗ = (λ̄, x∗).

On dit que A1 est l’algèbre déduite de A par adjonction d’une unité.
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L’ensemble {0} ×A est un idéal de A1 : c’est l’image de l’application

ι : A → A1

x 7→ (0, x),

qui est un morphisme d’algèbres injectif au moyen duquel on identifie A et {0} ×A. Notons

δ : A1 → K

(λ, x) 7→ λ :

(5.1)

c’est un morphisme d’algèbres unifères. On peut résumer l’adjonction d’une unité par la suite exacte
scindée

0 → A
ι−→ A1 δ−→ K → 0.

L’élément (λ, x) est noté λ+ x.

Définition 5.4.2. Si A et B sont des algèbres, le produit A×B est une algèbre muni de la multipli-
cation

(a, b)(a′, b′) = (aa′, bb′).

Si A admet une unité uA et B admet une unité uB, alors (uA, uB) est l’unité de A × B. Si A et B
sont involutives, alors (x∗, y∗) est l’adjoint de l’élément (x, y).

Lemme 5.4.1. Si A admet une unité u, alors

ϕ : A1 → K ×A

λ+ x 7→ (λ, λu + x)

est un isomorphisme d’algèbres unifères qui est involutif si A est involutif.

Dans l’exemple d’algèbre 14,
C0(T )1 → C (T̃ )

λ+ x 7→ λ1 + x

est un isomorphisme d’algèbres unifères involutives. Dans l’exemple d’algèbre 18, l’unité adjointe peut
être réalisée comme la mesure de Dirac δ1 en 1 en identifiant L1(T) à un sous-espace vectoriel fermé
du dual de C (T).

Proposition 5.4.2. Soit A une algèbre et x ∈ A. Soit r ∈ K(t). Si r(0 + x) est bien défini et r
s’annule en 0, alors r(0 + x) ∈ A.

Démonstration. Soit δ le morphisme d’algèbres unifères (5.1). Alors

δ(r(0 + x)) = r(δ(0 + x)) = r(0) = 0.

On peut ainsi définir un calcul fonctionnel rationnel lorsque A n’est pas nécessairement unifère.

5.5 Spectre dans une algèbre non nécessairement unifère

Lemme 5.5.1. Si A et B sont des algèbres unifères et (a, b) ∈ A×B, alors

specA×B(a, b) = specA a ∪ specB b.

Démonstration. λ(uA, uB) − (a, b) = (λuA − a, λuB − b) est inversible dans A×B si et seulement si
λuA − a est inversible dans A et λuB − b est inversible dans B.

Définition 5.5.1. Soit A une algèbre et x ∈ A. On note spec1 x le spectre de 0 + x relativement à
l’algèbre unifère A1 déduite de A par adjonction d’une unité.

Proposition 5.5.2. Soit A une algèbre et x ∈ A.

(i) 0 ∈ spec1 x.
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(ii) Si ϕ : A → B est un morphisme d’algèbres, alors spec1
B ϕ(x) ⊂ spec1

A x.

(iii) Si A admet une unité u, spec1 x = {0} ∪ specx.

(iv) Si A est involutive, alors spec1 x∗ = spec1 x.

Démonstration. (i). En effet, si λ+ y ∈ A1, alors (λ + y)(0 + x) = 0 + (λx + yx) 6= 1 + 0.
(ii). Il suffit de vérifier que l’application qui à λ + x ∈ A1 associe λ + ϕ(x) ∈ B1 est un morphisme
d’algèbres unifères.
(iii) résulte des lemmes 5.4.1 et 5.5.1.

5.6 Spectre de fonction

5.6.1 Spectre dans C0(T )

Proposition 5.6.1. (i) Si T est compact et x ∈ C (T ), alors specx = x(T ).

(ii) Si T est localement compact et x ∈ C0(T ), alors spec1 x = {0} ∪ x(T ).

Démonstration. Si T est compact, l’élément λ1− x est inversible si et seulement s’il ne s’annule pas.
Si T est localement compact, alors x s’identifie à x̃ ∈ C (T̃ ) définie par

x̃(t) =

�
x(t) si t ∈ T

0 si t = ∞

5.6.2 Spectre dans L∞(µ)

Proposition 5.6.2. Si x ∈ L∞(µ), alors specx = im essx.

Démonstration. λ1 − x est inversible si et seulement si ∃ ε > 0 µ[|λ− x| < ε] = 0.

5.7 Spectre dans les algèbres de groupe

– Soit x ∈ `1(Z). Alors

specx ⊃ spec x̂ = � ∞�

n=−∞

xnt
n : t ∈ T�,

parce que F est un morphisme d’algèbres et par la proposition 5.1.1. On a en fait égalité : c’est le
théorème de Wiener qui résultera de la théorie de Gelfand.

– Soit x ∈ L1(T). Alors de même

spec1 x ⊃ spec1 x̂ = {0} ∪ ��
T

x(t)t−n dt : n ∈ Z� .
La théorie de Gelfand montrera qu’on a égalité.

5.8 Spectre dans une algèbre de Banach

Soit K le corps des réels ou des complexes.

5.8.1 Algèbre normée et algèbre de Banach

Dans chacun de nos exemples d’algèbre qui est aussi un espace normé, l’inégalité ‖xy‖ 6 ‖x‖ ‖y‖
vaut : la multiplication est une application bilinéaire bornée. Soit A une algèbre et considérons le
morphisme d’algèbres L : A 7→ B(A) défini par Lx(y) = xy.
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– Considérons une algèbre A qui est aussi un espace de Banach, telle que la multiplication est sé-
parément continue : pour chaque x ∈ A, les opérateurs y 7→ xy et y 7→ yx sont bornés. Soit
S = {Lx : x ∈ BA}. Pour chaque y ∈ A, {Lx(y) : x ∈ BA} est borné. Par le théorème de
Banach-Steinhaus, S est borné :

∃C > 0 ∀x, y ∈ A ‖xy‖ 6 C‖x‖‖y‖. (5.2)

Donc la multiplication est une application bilinéaire bornée.
– Considérons une algèbre A qui est aussi un espace normé, telle que (5.2) vaut.

– Si A admet une unité u, alors L est un isomorphisme d’algèbres unifères et d’espaces normés sur
une sous-algèbre fermée de B(A) contenant Id. En effet,

C‖x‖ > ‖Lx‖ >

����Lx

�
u

‖u‖
� ����=

‖x‖
‖u‖ .

On a alors
‖Lx ◦ Ly‖ 6 ‖Lx‖ ‖Ly‖ et ‖Lu‖ = 1.

– Si A n’est pas unifère, notons qu’on peut munir A1 d’une norme qui étend la norme sur A :
posons ‖λ + x‖ = |λ| + ‖x‖. Alors (5.2) vaut aussi pour A1 et la même discussion montre que
L1 : A 7→ B(A1) définie par L1

x(λ + y) = (0 + x)(λ + y) est un isomorphisme d’algèbres et
d’espaces normés sur une sous-algèbre fermée de B(A1). On a alors

‖L1
x ◦ L1

y‖ 6 ‖L1
x‖ ‖L1

y‖.

Cette discussion donne des conditions très générales auxquelles A est, pour une norme équivalente,
une algèbre normée au sens de la définition suivante.

Définition 5.8.1. (i) Une algèbre normée est une algèbre A qui est aussi un espace vectoriel
normé, telle que la multiplication satisfait ‖xy‖ 6 ‖x‖ ‖y‖.

(ii) A est une algèbre normée unifère si A est une algèbre normée et A admet une unité u telle que
‖u‖ = 1.

(iii) Si A est de plus complet, on dit que A est une algèbre de Banach.

(iv) Si A et B sont deux algèbres normées, on appelle morphisme d’algèbres normées de A dans B
un morphisme d’algèbres ϕ : A → B tel que ϕ soit borné.

L’algèbre B(E) est normée si E est un espace normé, et une algèbre de Banach si E est un espace
de Banach.
Si A est munie d’une involution qui est continue, alors, quitte à remplacer la norme de A par la norme
équivalente définie par max(‖x‖, ‖x∗‖), on peut poser la définition suivante.

Définition 5.8.2. (i) A est une algèbre normée involutive si A est une algèbre involutive qui est
une algèbre normée et ‖x∗‖ = ‖x‖ pour tout x ∈ A.

(ii) A est une algèbre stellaire si A est une algèbre de Banach involutive telle que ‖x∗x‖ = ‖x‖2

pour tout x ∈ A.

Remarque 5.8.1. Si A est une algèbre de Banach telle que ‖x‖2
6 ‖x∗x‖, alors A est une algèbre

stellaire. Si une algèbre stellaire admet une unité u, alors nécessairement ‖u‖ = 1.

Les algèbres de groupe, l’algèbre du disque et H∞ sont des algèbres normées involutives. Les algèbres
suivantes sont stellaires : C0(T ), L ∞(µ), L∞(µ), et B(E) si E est un espace de Hilbert.

5.8.2 Inverse, résolvante et spectre dans une algèbre de Banach

Proposition 5.8.1. Soit A une algèbre normée unifère et x ∈ A. Si la série � xk converge dans A,
alors u− x est inversible et

(u− x)−1 =
∞�

k=0

xk.
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Si ‖x‖ < 1, cette série converge normalement ; si elle converge dans A,

���(u − x)−1 − u
���6 ‖x‖

1 − ‖x‖ .

Démonstration. Soit xn = u+x+· · ·+xn. Alors (u−x)xn = xn(u−x) = u−xn+1. Comme xn+1 → 0,
on a (u − x)xn = xn(u− x) → u. Comme la série � xk converge et la multiplication est séparément
continue, on a

(u− x)
∞�

k=0

xk =

�
∞�

k=0

xk�(u− x) = u.

Si ‖x‖ < 1, alors
∞�

k=0

‖xk‖ 6

∞�

k=0

‖x‖k =
1

1 − ‖x‖ . De plus, (u− x)−1 − u =
∞�

k=1

xk = x
∞�

k=0

xk.

Corollaire 5.8.2. Soit A une algèbre de Banach unifère. Alors A−1 est ouvert. Soit x ∈ A. Alors résx
est un voisinage ouvert de l’infini. La résolvante de x est développable en série entière au voisinage
de tout point de rés x et

��Rλ(x) − λ−1u
��6 1

|λ|2
‖x‖

1 − |λ|−1‖x‖
= O

�
1
λ2

�
pour |λ| > ‖x‖.

Démonstration. Si x ∈ A−1 et ‖x− y‖ < ‖x−1‖−1, alors y = (u − (x − y)x−1)x est inversible : donc

A−1 est ouvert. En particulier, si λ ∈ rés x et |λ−µ| < ‖(λu− x)−1‖−1
, alors µu−x est inversible et

Rµ(x) = (µu− x)−1 = (λu − x)−1
∞�

k=0

�(λ− µ)(λu − x)−1�k

=
∞�

k=0

(λu − x)−k−1(λ− µ)k.

Si |µ| ‖x‖ < 1, la série � xkµk converge vers (u − µx)−1. Posons λ = 1/µ. Comme (u− µx)−1 =
λ(λu − x)−1, λ ∈ résx si |λ| > ‖x‖ et

‖λ(λu − x)−1 − u‖ 6 |λ−1| ‖x‖(1 − |λ−1| ‖x‖)
−1
.

Soit λ ∈ specx et n > 1. Alors cette démonstration donne |λ| 6 ‖x‖ ; comme λn ∈ specxn, on a aussi
|λn| 6 ‖xn‖ et donc |λ| 6 ‖xn‖1/n.

Définition 5.8.3. SoitA une algèbre normée et x ∈ A. Le rayon spectral de x est rs(x) = inf
n>1

‖xn‖1/n.

Corollaire 5.8.3. Soit A une algèbre de Banach unifère et x ∈ A. Alors le spectre de x est une partie
fermée du disque fermé de centre 0 et de rayon rs(x).

Corollaire 5.8.4. Soit A une algèbre de Banach unifère et x ∈ A. Si ‖x‖ = ‖x−1‖ = 1, alors
specx ⊂ T. C’est le cas en particulier si A est une algèbre stellaire et x est unitaire.

Démonstration. On a specx, spec(x−1) ⊂ {λ ∈ C : |λ| 6 1} et donc

specx = (spec(x−1))
−1 ⊂ {λ ∈ C : |λ| > 1}.

Donc specx ⊂ {λ ∈ C : |λ| = 1}.
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5.9 Spectre d’un endomorphisme d’un espace vectoriel normé

Définition 5.9.1. Soit E un espace vectoriel normé et x ∈ B(E). Un élément λ ∈ K est valeur
propre approchée de x s’il existe une suite (vn) dans SE telle que λvn − x(vn) → 0.

Toute valeur propre approchée est valeur spectrale. Supposons que E est un espace de Banach.
– λ est valeur propre approchée de x sans être une valeur propre si et seulement si λ Id −x est injectif

d’image non fermée.
– λ est valeur spectrale de x sans être une valeur propre approchée si et seulement si λ Id −x est

injectif d’image fermée différente de E.

Proposition 5.9.1. Soit E un espace de Banach et x à la frontière de B(E)−1. Alors 0 est valeur
propre approchée de x.

Démonstration. Comme B(E)−1 est ouvert, x est non inversible limite d’une suite d’opérateurs xn

inversibles. Alors ‖x−1
n ‖ n’est pas borné : sinon, il existerait n tel que ‖xn − x‖ < ‖x−1

n ‖−1 et donc
x serait inversible. On peut donc supposer que ‖x−1

n ‖ → ∞. Il existe donc une suite d’éléments wn

de norme 1 telle que ‖x−1
n (wn)‖ → ∞. Posons vn =

x−1
n (wn)

‖x−1
n (wn)‖

. Alors vn ∈ SE et xn(vn) → 0. Donc

x(vn) → 0.

Corollaire 5.9.2. Soit E un espace de Banach et x ∈ B(E). Si λ est à la frontière de specx, alors
λ est valeur propre approchée de x.

Proposition 5.9.3. Soit x ∈ B(E) et r ∈ K(t) tel que r(x) est bien défini. Si λ est valeur propre
approchée de x associée à (vn), alors r(λ) est valeur propre approchée de r(x) associée à (vn).

Démonstration. Commençons par montrer le résultat lorsque r est un polynôme et faisons une ré-
currence sur le degré de r. Si r est une constante a0, l’énoncé devient trivial. Soit r de degré n > 1

et de terme constant a0, et posons s =
r − a0

t
. Si λvn − x(vn) → 0 et s(λ)vn − s(x)(vn) → 0, alors,

par continuité de x, on a successivement

s(λ)x(vn) − x ◦ s(x)(vn) → 0

(ts)(λ)vn − (ts)(x)(vn) → 0

r(λ)vn − r(x)(vn) → 0.

Soit à présent
p

q
un représentant de r avec p et q premiers entre eux. Alors q(λ)vn − q(x)(vn) → 0 et

par continuité de r(x), q(λ)r(x)(vn)−p(x)(vn) → 0. Or p(λ)vn −p(x)(vn) → 0 et donc q(λ)r(x)(vn)−
p(λ)vn → 0. En particulier, q(λ) 6= 0 puisque sinon p(λ) 6= 0. Donc r(x)(vn) − r(λ)vn → 0.

Proposition 5.9.4. Soit E un espace de Banach et x ∈ B(E). Le spectre de x′ dans B(E′) égale le
spectre de x dans B(E).

Démonstration. On a (λ IdE −x)′ = λ IdE′ −x′.

5.10 Spectre d’un opérateur borné sur un espace de Hilbert

Proposition 5.10.1. Soit E un espace de Hilbert et soit x ∈ B(E) normal. Alors toute valeur
spectrale de x est valeur propre approchée de x.
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5.10.1 Spectre et image numérique

Définition 5.10.1. Soit E un espace de Hilbert et soit x ∈ B(E). L’image numérique de x est

W(x) = {〈x(v), v〉 : v ∈ SE}.

Le rayon numérique de x est w(x) = sup
λ∈W(x)

|λ|.

On a W(x∗) = {λ̄ : λ ∈ W(x)} ; si a, b ∈ K, alors W(a Id +bx) = a+ bW(x).

Proposition 5.10.2. Soit E un espace de Hilbert et x ∈ B(E). Alors specx ⊂ W(x).

Démonstration. W(x) est une partie fermée et bornée de K. Si λ /∈ W(x), alors d = inf
µ∈W(x)

|λ−µ| > 0.

On a donc pour tout v ∈ SE

d 6 |λ− 〈v, x(v)〉| = |〈v, (λ Id −x)(v)〉| 6 ‖(λ Id −x)(v)‖. (5.3)

On en déduit que λ Id −x induit un isomorphisme d’espaces normés entre E et im(λ Id −x). Donc
im(λ Id −x) est complet et par conséquent fermé dans E. De plus (5.3) montre que (im(λ Id −x))⊥

est réduit à {0} puisque sinon, cet espace contiendrait un élément v de norme 1 qui donnerait d 6 0.
Donc λ Id −x est inversible et λ /∈ specx.

Proposition 5.10.3. Soit x ∈ B(E) et soit Φ(v, w) = 〈x(v), w〉 la forme bilinéaire associée.

(i) Si K = C, x est hermitien si et seulement si Φ est une forme hermitienne, si et seulement si
W(x) ⊂ R.

(ii) Si x est hermitien, w(x) = ‖x‖.
(iii) Si W(x) ⊂ R+, c’est-à-dire que Φ est une forme hermitienne positive, alors on a pour tout

v ∈ E
‖x(v)‖ 6 ‖x‖1/2 〈x(v), v〉1/2 .

(iv) Si x est hermitien, alors λ = inf
v∈SE

〈x(v), v〉 est valeur propre approchée de x ; si cet infimum est

atteint en un élément v, alors λ est valeur propre de x associée au vecteur propre v. De même
pour µ = sup

v∈SE

〈x(v), v〉.

Démonstration. (i). Si x est hermitien, alors Φ(v, v) = Φ(v, v) et donc W(x) ⊂ R. Réciproquement,
si W(x) ⊂ R, alors pour tout ε de module 1

Φ(v + εw, v + εw) = Φ(v, v) + εΦ(w, v) + ε̄Φ(v, w) + Φ(w,w) ∈ R (5.4)

et donc
ε �Φ(w, v) − Φ(v, w)� + ε̄ �Φ(v, w) − Φ(w, v)� = 0

En posant successivement ε = 1 et ε = i, on obtient Φ(v, w) = Φ(w, v) et donc 〈x(v), w〉 = 〈v, x(w)〉 .
(ii). Si ε ∈ K est de module 1, on a par (5.4)

Φ(v + εw, v + εw) − Φ(v − εw, v − εw) = 4 Re (ε̄Φ(v, w)) .

Par l’identité du parallélogramme,

4 Re (ε̄Φ(v, w)) 6 w(x)‖v + εw‖2 + w(x)‖v − εw‖2 = w(x)(2‖v‖2 + 2‖w‖2).

et donc ‖x‖ = sup
v∈BE

sup
w∈BE

max
|ε|=1

Re (ε̄Φ(v, w)) 6 w(x) 6 ‖x‖.

(iii). Si W(x) ⊂ R+, Φ est une forme hermitienne positive et l’inégalité de Cauchy-Schwarz donne

‖x(v)‖2 = 〈x(v), x(v)〉 = Φ(v, x(v)) 6 Φ(v, v)1/2Φ(x(v), x(v))1/2

6 〈x(v), v〉1/2 ‖x‖1/2‖x(v)‖.

(iv). Soit (vn) une suite dans SE telle que 〈x(vn), vn〉 → λ : alors W(x − λ Id) = W(x) − λ ⊂ R+

et 〈(x− λ Id)(vn), vn〉 → 0. L’inégalité (iii) donne alors (x − λ Id)(vn) → 0 ; si 〈(x − λ Id)(v), v〉 = 0,
elle donne (x − λ Id)(v) = 0.
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Corollaire 5.10.4. Soit x ∈ B(E) hermitien.

– Le spectre de x est une partie fermée de � inf
v∈SE

〈x(v), v〉 , sup
v∈SE

〈x(v), v〉� et contient les bornes de cet

intervalle.
– x a une valeur propre approchée réelle de valeur absolue ‖x‖.
– Si r ∈ K(t)spec x, alors spec r(x) = r(spec x).

Démonstration. Notons qu’en particulier specx n’est pas vide. Il reste à fournir la deuxième moitié
du théorème spectral dans le cas où K = R. Il suffit de montrer que p(x) est inversible pour tout

p = a0 + a1t+ t2 irréductible. Comme p = a0 − a2
1

4
+ �a1

2
+ t�2

, on a pour tout v ∈ SE

〈p(x)(v), v〉 = a0 − a2
1

4
+ ��a1

2
+ x�2

(v), v� > a0 − a2
1

4
> 0.

Remarque 5.10.1. Si x est normal et K = C, x a une valeur spectrale de module ‖x‖. Ce résultat sera
démontré beaucoup plus tard : je ne connais pas de démonstration simple qui reposerait sur l’étude
de W(x).

5.10.2 Calcul fonctionnel continu d’un opérateur hermitien

Soit x hermitien et p = a0 +a1t+ · · ·+ant
n ∈ K[t]. Alors p(x)∗ = p∗(x) avec p∗ = a0 +a1t+ · · ·+ant

n

et donc ‖p(x)‖2 = ‖p(x)∗ ◦ p(x)‖ = ‖(p∗p)(x)‖. Comme (p∗p)(x) est hermitien, le corollaire 5.10.4
donne

‖p(x)‖2 = rs(p∗p)(x) = max
λ∈spec x

|(p∗p)(λ)| = max
λ∈spec x

p(λ)p(λ) = max
λ∈spec x

|p(λ)|2.

Donc le calcul fonctionnel polynomial définit une isométrie du sous-espace vectoriel dense de C (specx)
formé des fonctions polynomiales dans B(E). Il s’étend de manière unique en une isométrie de
C (spec x) dans B(E) qui est encore un morphisme d’algèbres.

Définition 5.10.2. Soit E un espace de Hilbert et x ∈ B(E) hermitien. Soit f ∈ C (specx). Soit
(pn) une suite de fonctions polynomiales telles que pn → f . On pose

f(x) = lim
n→∞

pn(x).

L’application f 7→ f(x) est appelée le calcul fonctionnel continu de x.

On a donc démontré la proposition suivante.

Proposition 5.10.5. Soit x ∈ B(E) hermitien. Le calcul fonctionnel continu de x est l’unique
morphisme d’algèbres normées unifères de C (specx) dans B(E) qui transforme la fonction t 7→ t en
x. De plus, c’est un morphisme d’algèbres involutives et une isométrie à valeurs dans les opérateurs
normaux.

Proposition 5.10.6. Soit x hermitien et f ∈ C (specx).

(i) Si λ est valeur propre approchée de x associée à (vn), alors f(λ) est valeur propre approchée de
f(x) associée à (vn).

(ii) spec f(x) = f(specx).

(iii) Supposons f à valeurs réelles. Alors f(x) est hermitien. Si g ∈ C (spec f(x)), alors g(f(x)) =
(g ◦ f)(x).

Démonstration. (i). Soit (fn) une suite de fonctions polynomiales tendant vers f . Alors fn(λ) → f(λ),
fn(x) → f(x) et fn(λ)vn − (fn(x))(vn) → 0. Donc f(λ)vn − (f(x))(vn) → 0.
(ii). Si λ ∈ specx, alors λ est valeur propre approchée de x et donc f(λ) est valeur propre approchée
de f(x) : donc f(λ) ∈ spec f(x). Si λ /∈ f(specx), (λ − f)−1 ∈ C (specx) et donc (λ Id −f(x))−1 est
bien défini : λ /∈ spec f(x).
(iii). Soit y = f(x). Alors y est hermitien. Si g ∈ C (spec f(x)), alors g ◦ f ∈ C (specx). Considérons
g 7→ g ◦ f(x). C’est un morphisme d’algèbres normées unifères qui transforme la fonction t 7→ t en y.
Par unicité, c’est le calcul fonctionnel continu de y et donc g ◦ f(x) = g(y).
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5.10.3 Opérateur positif

Proposition 5.10.7. Soit x ∈ B(E). Les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) x est positif.

(ii) x est hermitien et W(x) ⊂ R+, c’est-à-dire que Φ est une forme hermitienne positive.

(iii) x est hermitien et de spectre positif.

(iv) Il existe y hermitien tel que x = y2.

On peut de plus supposer que y est positif et alors y est unique : c’est la racine carrée de x.

Démonstration. (i) ⇒ (ii). Si x = y∗
1y1 + · · · + y∗

kyk, alors 〈xv, v〉 = 〈y1v, y1v〉 + · · · + 〈ykv, ykv〉 > 0.
(ii) ⇒ (iii). Si W(x) ⊂ R+, alors aussi specx ∈ R+.
(iii) ⇒ (iv). Le calcul fonctionnel continu permet de définir l’hermitien de spectre positif

√
x : alors√

x
2 = (·2 ◦ √·)(x) = x.

Si y est positif tel que y2 = x, alors y est hermitien de spectre positif et y = (
√· ◦ ·2)(y) = �y2 =√

x.

5.10.4 Décomposition polaire

Définition 5.10.3. Soit x ∈ B(E). Le module de x est l’opérateur |x| =
√
x∗ ◦ x.

Proposition 5.10.8. Soit x ∈ B(E). Il existe un unique u ∈ B(E) tel que x = u◦|x| et keru = kerx.
Alors u définit un opérateur unitaire entre im|x| et imx.

La décomposition x = u ◦ |x| s’appelle la décomposition polaire de x.

Démonstration. Notons que

��|x|(v)
��2 =

�
|x|2(v), v� = 〈x∗ ◦ x(v), v〉 = 〈x(v), x(v)〉 = ‖x(v)‖2

.

En particulier, ker|x| = kerx. Pour définir u0 ∈ B(im|x|, E) tel que x = u0 ◦ |x|, il faut et il
suffit de poser u0(|x|(v)) = x(v). Alors u0 est une isométrie qui se prolonge de manière unique à
u1 ∈ B(im|x|, E), qui est une isométrie d’image im x. Comme im|x|⊥ = ker|x| = kerx, l’unique
prolongement u ∈ B(E) de u1 tel que keru = kerx est défini par u(v) = u0(p

im|x|
(v)).

5.11 Spectre d’un opérateur compact

5.11.1 Lemme de Riesz

Proposition 5.11.1. Soit E un espace vectoriel normé et S un sous-espace vectoriel fermé propre
de E. Pour tout δ > 0 il existe v ∈ E de norme 1 tel que d(v, S) > 1 − δ.

Démonstration. Soit δ > 0 et w ∈ E\S. Alors d(w, S) > 0 puisque S est fermé : posons ws =
w − s

‖w − s‖
pour chaque s ∈ S. Alors

d(ws, S) = inf
s′∈S

����
w − s

‖w − s‖ − s′

����=
inf

s′∈S

��w − s− ‖w − s‖s′
��

‖w − s‖ =
d(w, S)
‖w − s‖ .

On peut donc prendre v = ws si on choisit s ∈ S tel que ‖w − s‖ < d(w, S)
1 − δ

.

Corollaire 5.11.2. Soit E un espace vectoriel normé. Si BE est relativement compact, alors E est
de dimension finie.
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Démonstration. Supposons que E n’est pas de dimension finie : construisons par récurrence une suite
(vn) dans BE telle que ‖vn −vm‖ > 1/2 pour toute paire d’indices n,m distincts. Soit v1 quelconque ;
si (v1, . . . , vn) a été choisi, soit S l’espace vectoriel engendré par v1, . . . , vn. Alors S est un sous-espace
vectoriel fermé propre de E puisque S est de dimension finie. Par le lemme de Riesz, il existe vn+1

tel que d(vn+1, S) > 1/2 : en particulier, ‖vn+1 − vk‖ > 1/2 pour k ∈ [[1, n]].
Mais alors toute sous-suite (v′

n) de (vn) satisfait encore ‖v′
n − v′

m‖ > 1/2 : donc aucune sous-suite de
(vn) ne converge et BE n’est pas relativement compact.

5.11.2 Alternative de Fredholm

L’alternative de Fredholm est une généralisation de la résolution de systèmes de n équations linéaires
à n inconnues. Soit x ∈ Mn et w ∈ Kn et considérons le système�

��
��
x11 v1 + . . . + x1n vn = w1

... v1 + . . . +
... vn =

...

xn1 v1 + . . . + xnn vn = wn.

(5.5)

Identifions v ∈ Kn avec le vecteur colonne � v1

...
vn

�
et x avec l’opérateur sur L (Kn) défini par x(v) =

xv. Alors le système (5.5) s’écrit x(v) = w. Dire que ce système a une solution quel que soit w, c’est
dire que x est surjectif, et dire que la solution est unique, c’est dire que x est injectif. Le théorème
du rang dit que la codimension de l’image de x égale la dimension de son noyau. En particulier, x est
inversible dès que x est injectif.

Théorème 5.11.3. Soit E un espace de Banach et x ∈ K (E). Soit λ 6= 0. On a l’alternative
suivante :
– soit λ Id −x est inversible,
– soit kerλ Id −x 6= {0},
c’est-à-dire que toute valeur spectrale non nulle de x est valeur propre de x. De plus, kerλ Id −x est
de dimension finie, im λ Id −x est de codimension finie et λ Id −x satisfait le théorème du rang :

dim kerλ Id −x = dim cokerλ Id −x = dim kerλ Id −x′.

Ce théorème donne la méthode suivante pour résoudre l’équation inhomogène x(v) = λv+w si λ 6= 0.
– Si l’équation homogène x(v) = λv a comme solution unique v = 0, alors équation inhomogène
x(v) = λv + w a une solution v unique pour tout w ∈ E.

– Sinon, les solutions de l’équation homogène x(v) = λv forment un espace vectoriel E de dimension
finie n et les solutions de l’équation x′(l) = λl forment aussi un espace vectoriel F de dimension n.
Alors l’équation inhomogène x(v) = λv+w a une solution v si et seulement si w ∈ F⊥ ; l’ensemble
des solutions est alors v + E.
Concrètement, si on choisit une base (v1, . . . , vn) pour E et une base (l1, . . . , ln) pour F , alors
l’équation inhomogène x(v) = λv + w a une solution particulière v si et seulement si l1 (w) =
. . . ln (w) = 0 et l’ensemble des solutions est alors {v + λ1v1 + · · · + λnvn : λ1, . . . , λn ∈ K

n}.
En effet, si l’équation homogène x(v) = λv a comme solution unique v = 0, alors x− λ Id est injectif
et donc inversible ; sinon dim kerλ Id −x′ = dim kerλ Id −x et im λ Id −x = (kerλ Id −x)⊥.

5.11.3 Théorème spectral des opérateurs compacts

Théorème 5.11.4. Soit E un espace de Banach et x ∈ K (E).

(i) Si E est de dimension infinie, alors 0 ∈ specx ; 0 n’est pas nécessairement valeur propre de x.

(ii) specx \ {0} est soit vide soit fini soit dénombrable avec 0 comme unique valeur d’adhérence.

(iii) Si λ ∈ specx \ {0}, alors λ est valeur propre de x ; il existe mλ(x) ∈ N∗ tel que Nλ(x) =
ker(λ Id −x)mλ(x) et Iλ(x) = im(λ Id −x)mλ(x) sont des espaces vectoriels fermés invariants par
x, Nλ(x) est de dimension finie, E est la somme directe de Nλ(x) et Iλ(x), et λ Id −x Iλ(x) est
un isomorphisme d’espaces de Banach.
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Corollaire 5.11.5. Soit E un espace de Banach et E0 ⊂ E un sous-espace vectoriel dense. Soit
x0 ∈ K (E0) et x ∈ K (E) son unique prolongement par continuité. Alors specx0 = specx et pour
tout λ ∈ specx0 \ {0}, mλ(x0) = mλ(x) et Nλ(x0) = Nλ(x).

Démonstration. Il suffit d’appliquer la proposition 2.4.13 et le théorème 5.11.4.

La démonstration des théorèmes 5.11.3 et 5.11.4 est découpée en quatre lemmes et utilise la réduction
de Jordan. Soit λ 6= 0. Alors λ Id −x = λ(Id −λ−1x) et quitte à considérer λ−1x, on peut supposer
que λ = 1. Soit y = Id −x. Intuitivement, la compacité de x signifie que x est petit par rapport à Id :
on dit que y est une perturbation compacte de l’identité.

Lemme 5.11.6. ker y est de dimension finie.

Démonstration. Il suffit de montrer que la boule unité de ker y est relativement compacte. Soit (vn)
une suite dans Bker y. Alors (x(vn)) admet une sous-suite (x(v′

n)) convergente. Comme y(v′
n) = 0,

x(v′
n) = v′

n et donc (v′
n) converge.

Lemme 5.11.7. Soit S un sous-espace vectoriel fermé de E. Alors y(S) est un sous-espace vectoriel
fermé. En particulier, im y est un sous-espace vectoriel fermé de codimension finie.

Démonstration. Soit ŷ : S → F l’opérateur y restreint à S et considérons la factorisation canonique

S/ ker ŷ
ỹ−−−−→ y(S)

���
���

S
ŷ−−−−→ S.

Alors ỹ est une bijection continue. Pour montrer que y(S) est fermé, il suffit de montrer que y(S)
est complet. Comme S/ ker ŷ est complet, il suffit de montrer que ỹ−1 est continue. Procédons par
l’absurde et supposons au contraire qu’il existe une suite (vn) dans F telle que ‖vn + ker ŷ‖ = 1 et
ŷ(vn) → 0. Donc inf

w∈ker ŷ
‖vn + w‖ = 1. Quitte à ajouter à vn un élément de ker ŷ, on peut supposer

que ‖vn‖ 6 2. Alors (x(vn)) admet une sous-suite (x(v′
n)) convergente et comme v′

n = ŷ(v′
n) + x(v′

n),
(v′

n) converge vers un élément v ∈ F . Alors ‖v + ker ŷ‖ = 1 et ŷ(v) = 0 : c’est contradictoire. En
particulier, im y est fermé. Comme x′ est aussi compact, ker y′ est de dimension finie et donc im y est
de codimension finie par la proposition 2.4.6.

Lemme 5.11.8. Considérons les suites de sous-espaces de E définies par Nk = ker yk et Ik = im yk.
Alors

(i) Nk est de dimension finie ; Ik est fermé et de codimension finie.

(ii) Il existe un p tel que Nk = N pour tout k > p et Ik = I pour tout k > p .

Démonstration. (i) résulte des lemmes précédents parce que yk est encore une perturbation compacte
de l’identité :

yk = (Id −x)k =
k�

j=0

�k
j
�(−x)j = Id −x ◦

k�

j=1

�k
j
�(−x)j−1.

(ii). Supposons que Nk 6= Nk+1 pour tout k. Alors, par le lemme de Riesz, pour tout k il existe
vk ∈ Nk+1 de norme 1 tel que d(vk, Nk) > 1/2. Mais alors, si l < k,

‖x(vk) − x(vl)‖ = ‖vk − y(vk) − vl + y(vl)‖ > d(vk, Nk) >
1
2

et donc (x(vk)) n’a pas de sous-suite convergente : c’est absurde. Supposons que Ik 6= Ik−1 pour tout
k. Alors, par le lemme de Riesz, pour tout k il existe vk ∈ Ik−1 de norme 1 tel que d(vk, Ik) > 1/2.
Mais alors, si l > k,

‖x(vk) − x(vl)‖ = ‖vk − y(vk) − vl + y(vl)‖ > d(vk, Ik) >
1
2

et donc (x(vk)) n’a pas de sous-suite convergente : c’est absurde.
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Lemme 5.11.9. (i) N est un espace de dimension finie, I est fermé et de codimension finie et
E = N ⊕ I.

(ii) y(N) ⊂ N .

(iii) y(I) = I et la restriction de y à I est un isomorphisme d’espaces de Banach.

(iv) On a dim coker y = dim ker y.

Démonstration. Tout cela résulte de la réduction de Jordan (théorème 5.2.4) grâce au lemme précé-
dent. La restriction de y à I est inversible par la proposition 2.4.1.

Démonstration du théorème spectral des opérateurs compacts. (i). Si 0 /∈ specx, x est inversible et
donc x ◦ x−1 = Id est compact. Donc E est de dimension finie. L’opérateur de Volterra sur C [0, 1]
est compact et injectif.
(ii). Il s’agit de montrer que {λ ∈ specx : |λ| > ε} est fini pour chaque ε > 0. Supposons au contraire
que x a une infinité de valeurs propres λk deux à deux distinctes de module supérieur à ε. Pour chaque
k soit vk vecteur propre associé à λk. Alors les vk sont linéairement indépendants par le lemme 5.2.2
de décomposition des noyaux. Soit Ek l’espace vectoriel engendré par {v1, . . . , vk}. Par le lemme de
Riesz, pour tout k il existe wk ∈ Ek de norme 1 tel que d(wk, Ek−1) > 1/2. Comme x(Ek) ⊂ Ek et
(x− λk)(Ek) ⊂ Ek−1 pour tout k, on a pour k > l

‖x(wk) − x(wl)‖ = ‖λkwk + (x− λk)(wk) − x(wl)‖ > |λk|d(wk, Ek−1) >
ε

2

et donc (x(wk)) n’a pas de sous-suite convergente : c’est absurde.

5.12 Spectre d’un opérateur compact sur un espace de Hilbert

5.12.1 Théorème spectral des opérateurs compacts normaux

Théorème 5.12.1. Soit E un espace de Hilbert et x ∈ K (E). Si x est hermitien, il existe un
ensemble Λ ⊂ K qui est fini ou dénombrable avec 0 comme unique valeur d’adhérence et des projections
orthogonales pλ sur des espaces vectoriels fermés Nλ deux à deux orthogonaux, de dimension finie
sauf éventuellement pour λ = 0, tels que

x =
�

λ∈Λ

λpλ, (5.6)

En fait, Λ = specx, Nλ = kerλ Id −x et E =
�

λ∈Λ

Nλ. En particulier, x a une valeur propre de module

‖x‖. Ce résultat vaut encore si x est normal lorsque K = C.

Démonstration. Supposons que x est compact normal. Soit

F =
�

λ∈spec x

kerλ Id −x.

Alors x∗(F ) ⊂ F et donc, si v ∈ F⊥ et w ∈ F , 〈x(v), w〉 = 〈v, x∗(w)〉 = 0, c’est-à-dire que l’espace
de Hilbert F⊥ est stable par x. Soit y la restriction de x à F⊥ : y n’a pas de valeur propre. Par le
théorème spectral des opérateurs compacts, y n’a pas de valeur spectrale non nulle.
Si x est hermitien, y est hermitien et le corollaire 5.10.4 montre que y = 0 : donc F⊥ ⊂ kerx ⊂ F ,
F⊥ = {0} et F = E.
Si x est normal, considérons z = y∗ ◦ y : z est compact hermitien et y ◦ z = z ◦ y. Si z 6= 0, z aurait
une valeur propre non nulle λ et G = kerλ Id −z serait stable par y. Mais alors la restriction de y
à l’espace de dimension finie G aurait une valeur propre et donc y aurait une valeur propre. Donc
z = 0 et y = 0.
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Si v est une somme finie � vλ avec vλ ∈ Nλ, alors x(v) = � λvλ. Soit v ∈ E. Alors v =
�

λ∈Λ

vλ avec

vλ ∈ Nλ. Comme x est continu, x(v) =
�

λ∈Λ

λvλ =
�

λ∈Λ

λpλ(v). De plus, pour tout Λ1 ⊂ Λ fini,

���
�

λ∈Λ\Λ1

λpλ(v)
���

2

=
�

λ∈Λ\Λ1

|λpλ(v)|2

6 max
λ∈Λ\Λ1

|λ|2
�

λ∈Λ\Λ1

|pλ(v)|2

6 � max
λ∈Λ\Λ1

|λ|�2

‖v‖2.

et donc la série
�

λ∈Λ

λpλ converge dans B(E).

Choisissons une base hilbertienne Sλ de Nλ pour chaque λ ∈ Λ \ {0} : alors Sλ est fini. Soit (vj) une
énumération de

�
λ∈Λ\{0}

Sλ et soit λj tel que vj ∈ Nλj
. Alors

x(v) =
�

λj 〈v, vj〉 vj pour tout v ∈ E :

x est la somme d’une série d’opérateurs de rang 1.

5.12.2 Théorème spectral des opérateurs compacts

Théorème 5.12.2. Soit x ∈ K (E). Il existe des systèmes orthonormés (vj) et (wj) et une suite
réelle (sj) qui décroît vers 0 tels que

x(v) =
�

sj 〈v, vj〉wj pour tout v ∈ E. (5.7)

En fait, les sj sont les valeurs propres de |x| répétées selon leur multiplicité et associées avec les
vecteurs propres vj : ce sont les valeurs singulières de x.

Démonstration. Soit x = u ◦ |x| la décomposition polaire de x. Alors |x| est compact puisque x∗ ◦ x
est compact et

√
x∗ ◦ x est limite de polynômes sans terme constant en x∗ ◦x. Donc |x| est de la forme

|x| = � λj 〈·, vj〉 vj , où les sj sont rangées par ordre décroissant et (vj) est une base hilbertienne de
im|x|. Comme u est un unitaire de im|x| sur im x, les wj = u(vj) forment une base hilbertienne de
im x : on a la représentation (5.7).

Corollaire 5.12.3. Tout opérateur compact sur un espace de Hilbert est limite d’une suite d’opéra-
teurs de rang fini.

5.12.3 Opérateur compact sur un espace préhilbertien

Soit E un espace vectoriel normé et x ∈ B(E). En munissant l’espace vectoriel E d’un produit
scalaire, on définit une deuxième norme sur E : notons Ẽ l’espace préhilbertien aini défini et x̃
l’opérateur x considéré comme opérateur sur Ẽ. Supposons que x̃ est compact. Le complété F de Ẽ
est un espace de Hilbert ; notons y le prolongement par continuité de x̃ à F . Par la proposition 2.4.13,
y est compact. Les théorèmes 5.12.1 et 5.12.2 permettent donc d’écrire la décomposition spectrale de
x̃.
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Sixième chapitre

Algèbres de Banach complexes

6.1 Fonction holomorphe à valeurs dans un espace de Banach complexe

6.1.1 Intégrale curviligne à valeurs dans un espace de Banach

Si T est un espace compact et E est un espace de Banach, notons C (T ;E) l’espace de Banach des
fonctions continues de T dans E.

Définition 6.1.1. – Un chemin est une application γ : [a, b] → C continue et C 1 par morceaux. Ce
chemin est fermé si γ(a) = γ(b). Le chemin inverse γ− est défini par γ−(t) = γ �b− (t− a)�.

– Une subdivision σ de γ est une suite (t1, . . . , tn) telle que a = t1 6 · · · 6 tn = b. On note σk = γ(tk)
et �σkσl le chemin γ [tk,tl] si k 6 l, et γ−

[tl,tk] sinon. La longueur de la ligne brisée définie par σ est

l(σ) =
n−1�

k=1

|σk+1 − σk|.

– La longueur de γ est l(γ) = sup{l(σ) : σ subdivise γ} = � b

a
|γ′(t)| dt.

– La maille ‖σ‖ de σ est la longueur maximale de
�
σkσk+1 lorsque k parcourt [[1, n− 1]].

– Soit E un espace de Banach et f ∈ C (im γ;E). La somme de Riemann de f sur σ est

R(f, σ) =
n−1�

k=1

f(σk)(σk+1 − σk).

La longueur de
�
σkσk+1 tend vers 0 lorsque tk+1 − tk tend vers 0.

Théorème 6.1.1. Soit E un espace de Banach, γ un chemin et f ∈ C (im γ;E). Lorsque ‖σ‖ → 0,

R(f, σ) converge vers un élément noté �
γ
f(z) dz : c’est l’ intégrale de Riemann de f sur γ. On a

(i) �
γ−

f(z) dz = − �
γ
f(z) dz :

(ii)

�����
γ
f(z) dz

����6 l(γ) max
z∈im γ

‖f(z)‖ : �
γ

est un opérateur borné de C (im γ;E) dans E.

(iii) Si F est un espace de Banach et x ∈ B(E,F ),

x ��
γ

f(z) dz� = �
γ

x(f(z)) dz.

Démonstration. Notons Sδ = {R(f, σ) : ‖σ‖ < δ}. Les Sδ sont des fermés emboîtés ; il s’agit de
montrer que le diamètre de Sδ est arbitrairement petit. Soient σ, σ′ des subdivisions de γ telles que
‖σ‖, ‖σ′‖ < δ. Soit τ une subdivision qui contient σ et σ′ comme sous-suites. Alors R(f, σ′)−R(f, σ)
est une somme de termes de la forme (f(σ′

j) − f(σi))(τk+1 − τk), où l’arc
�
τkτk+1 est inclus dans
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les arcs
�
σiσi+1 et

�
σ′

jσ
′
j+1. Alors l’arc �σiσ′

j est de longueur inférieure à δ ; a fortiori |σi − σ′
j | < δ.

Comme im γ est compact, f est uniformément continu : pour tout ε > 0 on peut choisir δ de sorte
que |f(z′) − f(z)| < ε si |z′ − z| < δ. Alors

‖R(f, σ′) − R(f, σ)‖ < ε
n−1�

k=1

|τk+1 − τk| = εl(τ) 6 εl(γ).

(i). Si σ− est une subdivision (t1, . . . , tn) de γ−, notons σ la subdivision (b + a− tn, . . . , b+ a− t1)
de γ. Alors σk = γ(b+ a− tn+1−k) = σ−

n+1−k et

R(f, σ) =
n−1�

k=1

(σ−
n−k − σ−

n+1−k)f(σ−
n+1−k) =

n−1�

k=1

(σ−
k − σ−

k+1)f(σ−
k+1).

���R(f, σ−) − �−R(f, σ)� ���=

����
n−1�

k=1

(σ−
k+1 − σ−

k ) �f(σ−
k ) − f(σ−

k+1)�
����

6 l(σ−) max
|z′−z|6‖σ−‖

‖f(z′) − f(z)‖.

(ii). Il suffit de noter que R(f, σ) 6 l(σ) max
z∈im σ

‖f(z)‖ pour toute subdivision σ.

(iii). Il suffit de noter que x(R(f, σ)) = R(x ◦ f, σ) pour toute subdivision σ.

6.1.2 Fonctions holomorphes et faiblement holomorphes

Définition 6.1.2. Soit U un ouvert de C et E un espace de Banach complexe. Une fonction f : U → E
est holomorphe si f se développe en série entière à coefficients dans E en tout point λ ∈ U : il existe
r > 0 et v0, v1, · · · ∈ E tels que si |µ− λ| < r alors

f(µ) =
∞�

n=0

vn(µ− λ)n
. (6.1)

On a une formule pour le rayon de convergence d’une série entière.

Lemme 6.1.2. Soit E un espace normé et v0, v1, · · · ∈ E. Le rayon de convergence de la série entière
� vnµ

n est r = lim inf
n→∞

‖vn‖−1/n ∈ [0,∞] : si |µ| < r, elle converge normalement ; si |µ| > r, elle

diverge.

Démonstration. Si la série converge, alors ‖vn‖ |µ|n → 0 et les ‖vn‖ |µ|n sont donc bornés par un C.

Alors |µ| 6 C1/n

‖vn‖1/n
pour tout n. Si |µ| < r, soit δ > 0 et N tel que |µ| + δ < 1/‖vn‖1/n pour n > N .

Alors
∞�

n=N

‖vn‖ |µ|n 6

∞�

n=N

� |µ|
|µ| + δ

�n

.

Proposition 6.1.3. Soit U un ouvert de C, E un espace de Banach complexe et f : U → E.

(i) Si f est holomorphe, f est dérivable : pour chaque λ ∈ U , il existe un élément de E noté f ′(λ)
tel que

f(µ) = f(λ) + (µ− λ)f ′(λ) + o(µ− λ),

c’est-à-dire que

����
f(µ) − f(λ)

µ− λ
− f ′(λ)

���� −−−→
µ→λ

0.

(ii) Si f est dérivable, l ◦ f est holomorphe pour toute forme linéaire l ∈ E′ : on dit que f est
faiblement holomorphe.

Nous montrerons dans le corollaire 6.3.3 qu’une fonction faiblement holomorphe est holomorphe.
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Démonstration. (i). Si |µ− λ| 6 r1 < r, alors (6.1) donne

f(µ) = v0 + v1(µ− λ) +O

�
∞�

n=2

‖vn‖ |µ− λ|n�
= v0 + v1(µ− λ) +O

�
|µ− λ|2

∞�

n=2

‖vn‖ rn−2
1

�
= f(λ) + (µ− λ)v1 + o(µ− λ).

(ii). Si f est dérivable en λ, on a l ◦ f(µ) = l ◦ f(λ) + (µ− λ)l(f ′(λ)) + o(µ− λ). c’est-à-dire que l ◦ f
est dérivable.

Définition 6.1.3. – Soit U ⊂ C ouvert. Un chemin γ : [a, b] → ∂U est positivement orienté relative-
ment à U si pour tout t tel que γ′(t) existe et est non nul, il existe ε > 0 tel que ]γ(t), γ(t)+ iεγ′(t)[
soit contenu dans U et ]γ(t), γ(t) − iεγ′(t)[ ne rencontre pas U : le vecteur normal à γ en t pointe
vers U , de sorte que U est à gauche de γ. γ est négativement orienté si γ− est positivement orienté.

– On dit qu’un compact L ⊂ C est un compact à bord orienté si L est l’adhérence de son intérieur
et si ∂L est réunion d’un nombre fini de chemins fermés injectifs γ1, . . . , γn positivement orientés
et dont l’intersection deux à deux est vide ou composée d’un nombre fini de points. On pose alors

�
∂L

f(z) dz =
n�

k=1

�
γk

f(z) dz.

Remarque 6.1.1. L est encore un compact à bord orienté si les
chemins fermés dont ∂L est la réunion ne sont pas injectifs mais
ont un nombre fini de points doubles. En effet, de tels chemins
sont la réunion finie de chemins fermés injectifs.

Proposition 6.1.4. Soit f : U → E faiblement holomorphe.

(i) (Théorème de Cauchy.) Si L est un compact à bord orienté inclus dans U , alors �
∂L
f(z) dz = 0.

(ii) (Théorème de Liouville.) Si U = C et f est bornée, alors f est constante.

Démonstration. (i). Pour tout l ∈ E′, l
��

∂L
f(z) dz� = �

∂L
l ◦ f(z) dz = 0 par le théorème de

Cauchy.
(ii). Pour tout l ∈ E′, l ◦ f est entière et bornée ; par le théorème de Liouville, l ◦ f est constante :
l ◦ f(z) = l ◦ f(0). Donc f(z) = f(0).

6.2 Approximation d’un compact de C

Proposition 6.2.1. Soit K ⊂ C compact et U un voisinage ouvert de K. Il existe un voisinage L
de K contenu dans U tel que L est un compact à bord orienté. On dit que L est entre K et U .

Démonstration. Comme K est compact et C \ U est fermé, δ = d(K,C \ U) > 0. Considérons
une triangulation du plan qui le découpe en triangles équilateraux (fermés) de côté inférieur à δ.
Considérons les triangles qui rencontrent K. Ils sont en nombre fini et K est contenu dans leur
réunion L qui ne rencontre pas C \ U . K est en fait contenu dans L̊ car si un point du bord d’un
triangle est dans K, alors il est dans L̊ parce que K rencontre aussi l’autre ou les cinq autres triangles
dont le bord contient ce point. Les bords des triangles qui rencontrent K ne forment pas le bord de
L si certains de ces triangles sont adjacents : il faut simplifier les côtés en commun.
Montrons par récurrence sur le nombre n de triangles que toute réunion finie L de triangles de la
triangulation est un compact à bord orienté. Si cette réunion est vide ou un seul triangle, c’est
trivialement vrai. Considérons un triangle T de la réunion qui contient un point extrémal de L : au
moins un côté de T est sur la frontière de L. Soit L̃ la réunion des autres triangles. Par hypothèse de
récurrence, L̃ est un compact à bord orienté. L’intersection de L̃ avec T contient 0, 1 ou 2 côtés de
T .
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Figure 6.1: un
côté

Figure 6.2: deux cô-
tés sur le même che-
min

Figure 6.3: deux côtés
sur des chemins diffé-
rents

– Si L̃ ne contient pas de côté de T , le bord orienté de L est la réunion du bord orienté de L̃ et du
bord orienté de T .

– Si T contient un côté de T , ce côté est sur un unique chemin fermé γ du bord de L̃. On recolle γ et
le bord de T en un seul chemin en simplifiant le côté commun (figure 6.1.) Cela donne un chemin
simple sauf si γ contient le sommet opposé au côté commun ; dans ce cas, on applique la remarque
6.1.1.

– Si T rencontre L̃ en deux côtés, il y a deux possibilités.
– Ces deux côtés sont sur le même chemin γ du bord de L̃ : on recolle γ et le bord de T en un seul

chemin en simplifiant ces deux côtés (figure 6.2.)
– Ces deux côtés sont sur deux chemins différents du bord de L̃ : on recolle ces deux chemins et

le bord de T en un seul chemin en simplifiant ces deux côtés (figure 6.3.) Si ces deux chemins se
rencontrent en des points qui ne sont pas des sommets de T , il faut appliquer la remarque 6.1.1
au chemin obtenu par recollement.

6.3 Formule de Cauchy

Rappelons que nous avons démontré que si A est une algèbre de Banach unifère et x ∈ A, alors résx
est un voisinage ouvert de l’infini et la résolvante R(x) de x se développe en série entière en tout
point de résx.

Lemme 6.3.1. Soit A une algèbre de Banach complexe unifère et x ∈ A. Soit r une fraction ration-
nelle sans pôle dans specx et L un compact à bord orienté quelconque entre specx et le complémentaire
des pôles de r. Alors

r(x) =
1

2iπ
�

∂L
r(z)(zu− x)−1 dz. (6.2)

Démonstration. Montrons (6.2) pour r = 1. Soit D% un disque de centre 0 et de rayon % tel que

L ⊂ D̊%. Alors D% \ L ⊂ résx et �
∂(D%\L)

= �
∂D%

− �
∂L

car le bord orienté de D% \ L est la réunion

du bord orienté de D% avec le bord de L négativement orienté. Comme la résolvante est holomorphe

sur rés x, �
∂(D%\L)

Rz(x) dz = 0. Comme
��Rz(x) − z−1u

��= o(z−1), Rz(x) ∼ z−1u lorsque |z| → ∞ :

on a donc pour % → ∞
1

2iπ
�

∂D%

(zu− x)−1 ∼ 1
2iπ

�
∂D%

z−1u dz = � 1
2iπ

�
∂D%

dz
z
� u = u.

Donc �
∂L

(zu− x)−1 dz = u. Montrons (6.2) pour r fraction rationnelle sans pôle dans specx. On a

1
2iπ

�
∂L
r(z)(zu − x)−1 dz − r(x) =

1
2iπ

�
∂L

(r(z) − r(x))(zu − x)−1 dz

=
1

2iπ
�

∂L

r(z) − r

z − t
(x) dz.
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Soit
p

q
un représentant de r avec q sans zéro dans specx. Comme

q(z)
r(z) − r

z − t
=
p(z) − p

z − t
− r

q(z) − q

z − t
,

z 7→ r(z) − r

z − t
(x) est le quotient d’une fonction polynomiale à coefficients dans A par la fonction

polynomiale z 7→ q(z). Donc z 7→ r(z) − r

z − t
(x) est holomorphe sur L et

�
∂L

r(z) − r

z − t
(x) dz = 0.

En appliquant ce lemme avec A = C et x = λ, on retrouve la formule de Cauchy.

Corollaire 6.3.2. Pour tout f holomorphe au voisinage d’un compact à bord orienté L et tout λ ∈ L̊

f(λ) =
1

2iπ
�

∂L

f(z)
z − λ

dz.

Démonstration. On vient de le prouver si f est une fonction rationnelle. Si f est holomorphe, alors

1
2iπ

�
∂L

f(z)
z − λ

dz − f(λ) =
1

2iπ
�

∂L

f(z) − f(λ)
z − λ

dz = 0.

car z 7→ f(z) − f(λ)
z − λ

s’étend en une fonction holomorphe au voisinage de L.

Corollaire 6.3.3. Soit U un ouvert de C, E un espace de Banach complexe et f : U → E faiblement
holomorphe.

(i) f est continue.

(ii) (Formule de Cauchy.) Pour tout compact à bord orienté L ⊂ U et tout λ ∈ L̊

f(λ) =
1

2iπ
�

∂L

f(z)
z − λ

dz.

(iii) f se développe en série entière en tout λ ∈ U sur le plus grand disque ouvert de centre λ contenu
dans U .

Démonstration. (i). Soit λ ∈ U et r > 0. Soit r1 > r tel que le disque fermé D de centre λ et de
rayon r1 soit dans U . Soit

S = �f(µ) − f(λ)
µ− λ

: 0 < |µ− λ| < r� .
Si l ∈ E′ et |µ− λ| < r,

l

�
f(µ) − f(λ)

µ− λ
� =

l ◦ f(µ) − l ◦ f(λ)
µ− λ

=
1

µ− λ

1
2iπ

�
∂D

l ◦ f(z)
z − µ

− l ◦ f(z)
z − λ

dz =
1

2iπ
�

∂D

l ◦ f(z)
(z − µ)(z − λ)

dz

et comme |(z−µ)(z−λ)| > (r1 −r)r1, {l(v) : v ∈ S} est borné. Par le théorème de Banach-Steinhaus,
S est borné. Donc f est continue.

(ii). Comme f est continue, on peut former l’intégrale de Riemann de
f(z)
z − λ

: soit L un compact à

bord orienté et λ ∈ L̊. Alors

l

�
1

2iπ
�

∂L

f(z)
z − λ

dz� =
1

2iπ
�

∂L

l ◦ f(z)
z − λ

dz = l ◦ f(λ)
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pour tout l ∈ E′ et donc f(λ) =
1

2iπ
�

∂L

f(z)
z − λ

dz.

(iii). Soit λ ∈ U et r > 0 tel que le disque fermé L de centre λ et de rayon r soit inclus dans U . Si
µ ∈ L̊ et z ∈ ∂L, alors

1
z − µ

=
1

z − λ

1

1 − µ−λ
z−λ

=
∞�

n=0

(µ− λ)n

(z − λ)n+1

et cette série converge uniformément en z. Donc

f(µ) =
1

2iπ
�

∂L

f(z)
z − µ

dz =
∞�

n=0

� 1
2iπ

�
∂L

f(z)

(z − λ)n+1 dz
�

(µ− λ)n
.

6.4 Calcul fonctionnel holomorphe

6.4.1 Algèbres de fonctions holomorphes

Exemple d’algèbre 20. Soit T ⊂ C ouvert. Alors l’ensemble O(T ) des fonctions holomorphes sur T
est une algèbre commutative muni de la multiplication des fonctions définie comme en (4.1). L’unité
de O(T ) est 1.

Exemple d’algèbre 21. Soit T ⊂ C compact et R(T ) l’adhérence dans C (T ) des fonctions ration-
nelles sans pôle dans T . R(T ) est une sous-algèbre de C (T ), en général non involutive, qui contient
1.

Proposition 6.4.1. Soit T ⊂ C compact.

(i) Si x ∈ R(T ), alors x T̊ ∈ O(T̊ ).

(ii) Si x est holomorphe sur un voisinage ouvert U de T , alors x T ∈ R(T ).

Démonstration. (i). x T̊ est limite, uniforme sur tout compact de T̊ , de fonctions holomorphes dans
T̊ .
(ii). Soit L compact à bord orienté entre T et U . Alors Rz ∈ R(T ) pour chaque z ∈ ∂L ; notons

f = �
∂L

x(z) Rz dz ∈ R(T ). Comme l’évaluation en un point t ∈ T est une forme linéaire continue

sur R(T ), on a f(t) = �
∂L

x(z)
z − t

dz = x(t) par la formule de Cauchy : donc f = x T .

6.4.2 Calcul fonctionnel holomorphe

Soit A une algèbre de Banach complexe unifère et x ∈ A. Soit T un voisinage compact de specx et L
un compact à bord orienté entre specx et T̊ . Alors, pour toute fraction rationnelle r sans pôle dans
T ,

‖r(x)‖ =

����
1

2iπ
�

∂L
r(z)(zu− x)−1 dz

����6
l(∂L)

2π
max
z∈∂L

���(zu− x)−1
��� max

z∈∂L
|r(z)|.

Donc le calcul fonctionnel rationnel définit un opérateur borné sur un sous-espace vectoriel dense de
R(T ) dans A. Il s’étend de manière unique en un opérateur borné de R(T ) dans B(E) qui est encore
un morphisme d’algèbres. On peut donc poser la définition suivante sans ambiguïté.

Définition 6.4.1. Soit A une algèbre de Banach complexe unifère et x ∈ A. Soit f holomorphe sur
un voisinage ouvert U de specx. Il une suite de fractions rationnelles rn sans pôle dans un voisinage
compact T ⊂ U de specx telles que max

t∈T
|rn(t) − f(t)| → 0. On pose

f(x) = lim
n→∞

rn(x).

L’application f 7→ f(x) est appelée le calcul fonctionnel holomorphe de x.
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L’élément f(x) ne dépend donc que des valeurs de f dans un voisinage arbitrairement petit de specx,
c’est-à-dire du « germe de f au voisinage de specx. »
Si x est une fonction continue ou une fonction mesurable bornée, alors f(x) est la fonction f ◦ x.
On a donc démontré la proposition suivante.

Théorème 6.4.2. Soit A une algèbre de Banach complexe unifère et x ∈ A. Soit T un voisinage
compact de specx. Le calcul fonctionnel holomorphe de x est l’unique morphisme d’algèbres de Banach
unifères de R(T ) dans A qui transforme la fonction λ 7→ λ en x. Pour toute fonction holomorphe sur
un voisinage ouvert U de specx et tout compact à bord orienté L entre specx et U , on a la formule

f(x) =
1

2iπ
�

∂L
f(z)(zu− x)−1 dz.

La dernière égalité résulte de la continuité de l’intégrale de Riemann.

Théorème 6.4.3. Soit A une algèbre de Banach unifère complexe, x ∈ A et f holomorphe au
voisinage de specx.

(i) spec f(x) = f(specx).

(ii) Si g est holomorphe au voisinage de spec f(x), g(f(x)) = (g ◦ f)(x).

(iii) Si ϕ : A → B est un morphisme d’algèbres de Banach unifères, f(ϕ(x)) = ϕ(f(x)).

Démonstration. Soit U le domaine d’holomorphie de f .
(i). Si λ ∈ C, il existe g holomorphe sur U tel que f(λ) − f(t) = (λ − t)g(t). Alors f(λ)u − f(x) =
(λu − x)g(x) : si λu − x n’est pas inversible, f(λ)u − f(x) n’est pas inversible. Réciproquement, si
λ /∈ f(specx), λ1 − f est inversible dans O(U) et donc λu − f(x) est inversible.
(ii). Soit y = f(x). Soit T un voisinage compact de spec y inclus dans le domaine d’holomorphie de
g. L’application g 7→ (g ◦ f)(x) est un morphisme d’algèbres de Banach unifères de R(T ) dans A qui
transforme la fonction λ 7→ λ en y. Par unicité, c’est le calcul fonctionnel holomorphe de y : donc
g ◦ f(x) = g(y).
(iii). Le résultat est vrai si f ∈ C(t)spec x. Soit T ⊂ U un voisinage compact de specx. Le résultat
est donc vrai si f ∈ R(T ) par continuité du calcul fonctionnel holomorphe.

Corollaire 6.4.4. Soit A une algèbre de Banach unifère complexe et x ∈ A. Si f est holomorphe au
voisinage de spec1 x et nulle en 0, alors f(0 + x) ∈ A.

Démonstration. Notons δ : A1 → K le morphisme d’algèbres de Banach unifères défini par δ(λ+x) =
λ. Alors δ(f(0 + x)) = f(δ(0 + x)) = f(0) = 0.

Proposition 6.4.5. Soit E un espace de Banach complexe et x ∈ B(E). Si λ est valeur propre
approchée de x associée à (vn), alors f(λ) est valeur propre approchée de f(x) associée à (vn) pour
toute fonction f holomorphe au voisinage de specx.

Proposition 6.4.6. Soit A une algèbre de Banach unifère complexe. Soit U ⊂ C ouvert et f ∈ O(U).

(i) L’ensemble Ω des x ∈ A tels que specx ⊂ U est ouvert.

(ii) L’application qui à x ∈ Ω associe f(x) est continue et dérivable.

(iii) Soit x ∈ A et % = d(spec x,C \ U). Pour tout y ∈ A tel que xy = yx et rs(y − x) < %, on a
y ∈ Ω,

f(y) =
∞�

n=0

f (n)(x)
n!

(y − x)n (6.3)

et cette série converge normalement.

Démonstration. (i). Soit x ∈ Ω et L un compact entre specx et U . La résolvante de x est continue
sur C \ L̊ et nulle à l’infini : elle est donc majorée sur C \ L̊ par un M . Si M‖y− x‖ < 1 et z ∈ C \ L̊,
alors zu− y = �u− (y − x)(zu− x)−1� (zu− x) est inversible. Donc spec y ⊂ L̊ et y ∈ Ω.
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(ii). Soient x, y ∈ Ω et L un compact à bord orienté entre specx ∪ spec y et U . Comme

(zu− y)−1 = (zu− x)−1 �u− (y − x)(zu− x)−1�−1

= (zu− x)−1 �u+ (y − x)(zu− x)−1 + o(y − x)�, (6.4)

f(y) =
1

2iπ
�

∂L
f(z)(zu− y)−1 dz

= f(x) +
1

2iπ
�

∂L
f(z)(zu− x)−1(y − x)(zu− x)−1 dz + o(y − x).

(6.5)

(iii). Soit Tε le voisinage compact {λ ∈ C : d(λ, spec x) 6 ε} de specx. Soit %′ < % et k tel que
‖(y − x)n‖1/n

< %′ pour n > k. Soit %′′ ∈ ]%′, %[, ε < %−%′′ et L un compact à bord orienté entre T%′′+ε

et U . Si t ∈ Tε et z ∈ ∂L, |z − t| > %′′. Par la continuité du calcul fonctionnel holomorphe, il existe
une constante Cε telle que ‖(zu− x)−n‖ 6 Cε%

′′−n. Comme (y − x)(zu − x)−1 = (zu− x)−1(y − x),
(6.4) donne

(zu− y)−1 =
∞�

n=0

(zu− x)−n−1(y − x)n

et cette série converge normalement. L’égalité (6.5) donne

f(y) =
∞�

n=0

�
1

2iπ
�

∂L
f(z)(zu− x)−n−1 dz� (y − x)n

.

Par la continuité du calcul fonctionnel holomorphe,

1
2iπ

�
∂L
f(z)(zu− x)−n−1 dz =

f (n)(x)
n!

.

6.5 La résolvante

Théorème 6.5.1. Soit A une algèbre de Banach unifère et x ∈ A.

(i) Le spectre de x est une partie compacte contenue dans le disque de centre 0 et de rayon rs(x).

(ii) x a une valeur spectrale de module rs(x) : donc specx est non vide et rs(x) = max
λ∈spec x

|λ|.

(iii) ‖xn‖1/n −−−−→
n→∞

rs(x).

Démonstration. Considérons la fonction

f : {µ ∈ C : µ = 0 ou µ−1 ∈ rés x} → A

µ 7→ (1 − µx)−1
.

Elle est holomorphe et son développement en série entière en 0 est � xnµn, dont le rayon de conver-
gence est r = lim inf

n→∞
‖xn‖−1/n. Si r < ∞, alors il existe µ de module r tel que µ−1 ∈ specx :

donc

lim inf
n→∞

‖xn‖1/n
> inf

n>1
‖xn‖1/n = rs(x) >

1
r

= lim sup
n→∞

‖xn‖1/n

et donc ‖xn‖1/n converge vers rs(x). Si r = ∞, ‖xn‖1/n → 0 puisqu’alors

lim inf
n→∞

‖xn‖1/n = lim sup
n→∞

‖xn‖1/n = 0 ;

donc aussi rs(x) = 0. Si specx était vide, alors la résolvante de x serait une fonction entière, et elle
serait bornée puisqu’elle tend vers 0 à l’infini : par le théorème de Liouville, elle serait constante et
donc nulle. C’est absurde. En particulier, si rs(x) = 0, 0 est valeur spectrale.
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Remarque 6.5.1. La convergence de ‖xn‖1/n vers inf
n>1

‖xn‖1/n est en fait un corollaire du fait suivant.

Si (an)n>1 est une suite de réels positifs qui est sous-multiplicative au sens que an+m 6 anam, alors
a

1/n
n −−−−→

n→∞
inf
n>1

a
1/n
n .

Corollaire 6.5.2 (Théorème de Gelfand-Mazur). Une algèbre de Banach unifère complexe qui est
un corps est isomorphe à C.

Démonstration. Montrons que le morphisme d’algèbres de Banach unifères injectif

ϕ : C → A

λ 7→ λu.

est surjectif. Si x ∈ A, specx est non vide : soit λ ∈ C tel que λu− x n’est pas inversible. Comme A
est un corps, λu − x = 0 et donc x = ϕ(λ).

Corollaire 6.5.3. Soit A une algèbre de Banach et x ∈ A. Alors spec1 x est une partie compacte
contenue dans le disque de centre 0 et de rayon rs(x), et 0 +x a une valeur spectrale de module rs(x).

6.6 Transformation de Gelfand

6.6.1 Caractère d’algèbre

Définition 6.6.1. Soit A une K-algèbre.

(i) L’ensemble des morphismes d’algèbres de A dans K est noté spec1 A.

(ii) On appelle caractère de A un morphisme d’algèbres de A dans K non nul. Le spectre (ou espace
de Gelfand) de A est specA = spec1 A \ {0}.

(iii) Si A est une algèbre involutive, on appelle caractère involutif de A un morphisme d’algèbres
involutives de A dans K non nul.

(iv) La transformée de Gelfand de x ∈ A est la fonction x̂ : specA → K définie par x̂(ω) = ω(x).

La proposition suivante rend ces notations transparentes.

Proposition 6.6.1. Soit A une K-algèbre.

(i) Si A admet une unité u, specA est l’ensemble des morphismes d’algèbres unifères de A dans
K : specA =

�
ω ∈ spec1 A : ω(u) = 1�.

(ii) Si ω ∈ spec1 A, il existe un unique ω1 ∈ specA1 tel que ω1
A = ω, défini par ω1(λ + x) =

λ+ ω(x).

(iii) Si A est une C-algèbre involutive, ω est un caractère involutif si et seulement si ω(x) est réel
pour tout élément hermitien x.

Démonstration. (i). Si ω ∈ specA, soit x ∈ A tel que ω(x) 6= 0. Comme ω(x) = ω(u)ω(x), ω(u) = 1.
(ii). Si ω ∈ spec1 A et ω1 ∈ specA1 est tel que ω1

A = ω, alors ω1(1 + 0) = 1 par (i) et ω1(0 + x) =
0 + ω(x) et donc ω1(λ+ x) = λ+ ω(x). Réciproquement, cette condition définit bien un morphisme
d’algèbres unifères de A1 dans K.

(iii). Soit x ∈ A. Alors x = Rex + i Im x avec Rex =
x+ x∗

2
et Im x =

x− x∗

2i
hermitiens. Comme

x∗ = Rex− i Im x,

ω(x∗) = ω(Rex) − iω(Imx) = ω(Rex) + iω(Imx) = ω(x).

Proposition 6.6.2. Soit A une algèbre unifère. Alors

{x̂(ω) : ω ∈ specA} ⊂ specx.

Démonstration. Si x̂(ω) = λ, alors ω(λu − x) = 0 et donc λu − x n’est pas inversible.

54



6.6.2 Idéal maximal

Définition 6.6.2. Soit A une algèbre et I un idéal de A.

(i) I est propre si I 6= A.

(ii) I est maximal si I est un élément maximal de l’ensemble des idéaux propres ordonné par
l’inclusion : I ⊂ J 6= A ⇒ I = J .

En particulier, un idéal de codimension 1 est maximal.

Proposition 6.6.3. Soit A une algèbre unifère et I un idéal de A.

(i) I est propre si et seulement si I ⊂ A \A−1.

(ii) Tout idéal propre de A est inclus dans un idéal maximal.

Démonstration. (i). Si I contient un élément inversible x, x−1x = u ∈ I et A = I.
(ii) résulte du lemme de Zorn appliqué à l’ensemble des idéaux propres de A qui contiennent I.

Supposons que A est une algèbre commutative unifère. Pour étudier la réciproque de la proposition
6.6.2, notons que si λu − x n’est pas inversible, cet élément engendre un idéal propre I de A. La
proposition suivant montre que si I est contenu dans un idéal de codimension 1, alors λu − x est
annulé par un caractère de A.

Proposition 6.6.4. Soit A une algèbre commutative unifère. L’application ω 7→ kerω est une bijec-
tion de specA sur l’ensemble des idéaux de codimension 1 de A.

Démonstration. Si ω ∈ specA, kerω est bien un idéal de codimension 1. Soit I un idéal de codimension
1 et π : A → A/I l’application quotient canonique. Si ω ∈ specA est de noyau I, alors la factorisation
canonique ω = ω̃◦π définit un morphisme d’algèbres unifères ω̃ : A/I → K et donc ω̃(u+I) = 1 : ω est
unique. Comme u /∈ I, A = Ku+ I et on peut définir un morphisme d’algèbres unifères ω̃ : A/I → K

en posant ω̃(λu+ I) = λ : donc ω = ω̃ ◦ π est un morphisme d’algèbres unifères de noyau I.

6.6.3 Transformation de Gelfand d’une algèbre de Banach complexe

Proposition 6.6.5. Soit A une algèbre de Banach. Alors tout morphisme d’algèbres ω de A dans K

est continu et ‖ω‖ 6 1.

Démonstration. Soit x ∈ A. Alors spec1 ω(x) ⊂ spec1 x ; or specω(x) = {ω(x)}. Donc |ω(x)| 6

rs(x) 6 ‖x‖.

Proposition 6.6.6. Soit A une algèbre de Banach.

(i) spec1 A est compact muni de la topologie induite par (BA′ , w∗). Donc specA est localement
compact et son compactifié d’Alexandroff est homéomorphe à spec1 A avec 0 comme point à
l’infini.

(ii) Si A est unifère, specA est compact et 0 est un point isolé de spec1 A.

(iii) Pour tout x ∈ A on a x̂ ∈ C0(specA).

Démonstration. (i). On a spec1 A = �
x,y∈A

{ω ∈ A′ : ω(xy) − ω(x)ω(y) = 0}.

(ii). On a specA = spec1 A ∩ {ω ∈ A′ : ω(u) = 1}.
(iii). La topologie (BA′ , w∗) est la topologie la plus faible qui rend continues toutes les applications
BA′ → K, l 7→ l(x) lorsque x parcourt A. Si ω = 0, ω(x) = 0. Donc

lim
ω→0

ω(x) = 0.

Définition 6.6.3. Soit A une algèbre de Banach commutative. La transformation de Gelfand de A
est

G : A → C0(specA)

x 7→ �ω 7→ ω(x)�.
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Proposition 6.6.7. Soit A une algèbre de Banach commutative unifère complexe et I un idéal
maximal. I est un espace vectoriel fermé de codimension 1.

Démonstration. Comme I est propre, I ne contient pas {u − x ∈ A : ‖x‖ < 1} : donc d(u, I) = 1.
Mais alors d(u, Ī) = 1 et donc Ī est propre. Comme I est maximal, Ī = I. Montrons que l’algèbre
de Banach A/I est un corps : alors A/I est de dimension 1 par le théorème de Gelfand-Mazur. Soit
x ∈ A \ I et cherchons y ∈ A tel que xy+ I = u+ I. Or J = {xy+ z : y ∈ A, z ∈ I} est un idéal parce
que A est commutatif et I  J : donc J = A et u ∈ J .

Théorème 6.6.8. Soit A une algèbre de Banach commutative complexe et x ∈ A.

(i) spec1 x = {0} ∪ {x̂(ω) : ω ∈ specA}.

(ii) Si A est unifère, alors specx = {x̂(ω) : ω ∈ specA}.

Démonstration. Si A est unifère et λu− x n’est pas inversible, alors λu− x engendre un idéal propre
inclus dans un idéal maximal qui est de codimension 1 et donc le noyau d’un caractère. Si A n’est pas
unifère, nous avons donc prouvé que spec1 x = {ω1(0+x) : ω1 ∈ specA1} = {ω(x) : ω ∈ spec1 A}

Proposition 6.6.9. Soit A une algèbre de Banach complexe et x, y ∈ A tels que xy = yx.
– spec1 x+ y ⊂ spec1 x+ spec1 y et spec1 xy ⊂ (spec1 x)(spec1 y).
– Si A est unifère, specx+ y ⊂ specx+ spec y et specxy ⊂ (specx)(spec y).

Démonstration. Supposons queA admet une unité u. SoitB l’adhérence de l’algèbre unifère engendrée
par x, les (λu − x)−1 lorsque λ parcourt rés x, y et les (λu − y)−1 lorsque λ parcourt rés y : B est
une algèbre de Banach commutative telle que specA x = specB x et specA y = specB y. De plus,
specA x+y ⊂ specB x+y et specA xy ⊂ specB xy. Pour tout ω ∈ specB, on a ω(x+y) = ω(x)+ω(y)
et ω(xy) = ω(x)ω(y). Donc specB x+ y ⊂ specB x+ specB y et specB xy ⊂ (specB x)(specB y).

Définition 6.6.4. On dit qu’une C-algèbre involutive A est une algèbre hermitienne si le spectre de
tout élément hermitien de A est réel.

Proposition 6.6.10. Soit A une algèbre de Banach commutative involutive complexe. A est hermi-
tienne si et seulement si tous les caractères de A sont involutifs.

Démonstration. Cela résulte de la proposition 6.6.1(iii) et du théorème 6.6.8.

Théorème 6.6.11. Soit A une algèbre de Banach commutative complexe. La transformation de
Gelfand G de A est un morphisme d’algèbres de Banach. Soit x ∈ A. Alors ‖x̂‖ = rs(x) et spec1 x =
spec1 x̂.
– Si A est une algèbre unifère, G est un morphisme d’algèbres unifères et specx = spec x̂.
– Si A est une algèbre involutive hermitienne, G est un morphisme d’algèbres involutives et l’image

de la transformation de Gelfand est dense dans C0(specA).

Démonstration. L’étude des algèbres de fonctions continues a donné

spec1 x̂ = {0} ∪ {x̂(ω) : ω ∈ specA}

et on a par définition
‖x̂‖ = sup

ω∈spec A
|x̂(ω)|.

Si A est unifère, alors specA est compact et spec x̂ = {x̂(ω) : ω ∈ specA}. Si ω1 et ω2 sont deux points
distincts de specA, il existe x tel que ω1(x) 6= ω2(x) : donc im G sépare les points de specA. Notons
aussi que pour chaque ω ∈ specA il existe x ∈ A tel que x̂(ω) 6= 0. Si A est une algèbre involutive
hermitienne, alors ω(x∗) = ω(x) pour tout ω ∈ specA : donc

�

x∗ = x̂∗. En particulier, im G est une
sous-algèbre involutive de C0(specA) : elle est dense par le théorème de Stone-Weierstrass.
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6.6.4 Spectre des algèbres de groupe

Déterminons le spectre de `1(Z). Soit x la suite dont tous termes sont nuls sauf le terme d’indice
1, qui vaut 1. Alors l’algèbre pleine engendrée par x est dense dans `1(Z). Un caractère ω de `1(Z)
est donc déterminé par ω(x). Comme ‖x‖ = ‖x−1‖ = 1, ω(x) ∈ T. Réciproquement, si t ∈ T, alors
ωt : y 7→ ŷ(t) est un caractère tel que ωt(x) = t. L’application

T → spec `1(Z)

t 7→ ωt

est donc bijective, et continue par définition de la topologie préfaible : ŷ est continue pour chaque y.
Comme T est compact, cette application est un homéomorphisme entre T et spec `1(Z) qui permet
d’identifier la transformation de Gelfand de `1(Z) avec la transformation de Fourier de Z. Si f est

une fonction holomorphe sur specx, alors f(x̂) =
�

f(x). On peut formuler notre résultat comme suit.

Théorème 6.6.12 (théorème de Wiener-Lévy). Soit x ∈ C (T) une fonction dont la série de Fourier
converge normalement. Si x ne s’annule pas, alors la série de Fourier de 1/x converge normalement.
Plus généralement, si f est holomorphe au voisinage de x(T), alors la série de Fourier de f ◦ x
converge normalement.

Déterminons le spectre de L1(T). Notons en la classe de la fonction t 7→ tn. Alors l’espace vect{en :
n ∈ Z} des polynômes trigonométriques est dense dans L1(T). Un élément ω ∈ spec1 L1(T) est

donc déterminé par �ω(en)�
n∈Z

. Comme ek ∗ el(s) = �
T

tk(t−1s)
l
dt = δkl ek(s) presque partout,

ω(ek)ω(el) = ω(ek ∗ el) = δklω(ek). Si ω 6= 0, il existe k ∈ Z tel que ω(ek) 6= 0. Alors on déduit
que ω(ek) = 1 et ω(el) = 0 pour tout l 6= k. Réciproquement, si k ∈ Z, alors ωk : y 7→ ŷ(k) est un
caractère tel que ωk(el) = δkl. L’application

Z̃ → spec1 L1(T)

k 7→
�
ωk si k ∈ Z

0 si k = ∞

est donc bijective, et continue puisque ωk(y) = ŷ(k) −−−−→
|k|→∞

0 pour chaque y. Comme Z̃ est com-

pact, cette application induit un homéomorphisme entre Z et spec L1(T) qui permet d’identifier la
transformation de Gelfand de L1(T) avec la transformation de Fourier de T.

Théorème 6.6.13. Soit � anen la série de Fourier d’une fonction intégrable. Si f est une fonction
holomorphe au voisinage de 0 nulle en 0, � f(an)en est la série de Fourier d’une fonction intégrable.

6.7 Algèbre stellaire

6.7.1 Adjonction d’une unité

Proposition 6.7.1. Soit A une algèbre stellaire. Alors il existe une norme pour laquelle A1 est une
algèbre stellaire.

Démonstration. Si A est unifère, alors

A1 → K ×A

λ+ x 7→ (λ, λu + x)

est un isomorphisme d’algèbres de Banach involutives unifères et il suffit de poser ‖λ + x‖ =
max(|λ|, ‖λu + x‖). Si A n’est pas unifère, soit L: A1 → B(A) le morphisme d’algèbres de Ba-
nach défini par Lλ+x(y) = λy + xy et munissons A1 de la semi-norme donnée par ‖λ+ x‖ = ‖Lλ+x‖.
Or

‖Lλ+x‖ = 0 ⇔ ∀ y ∈ A λy + xy = 0

⇔ (λ = 0 et xx∗ = 0) ou ∀ y ∈ A �−x

λ
� y = y
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Dans le premier cas, λ + x = 0. Dans le deuxième cas, −x

λ
serait une unité à gauche de A et alors

−x∗

λ̄
serait une unité à droite de A : mais alors A serait unifère. Donc A1 est un espace de Banach.

De plus,

‖Lλ+x‖2 = sup
y∈BA

‖Lλ+x(y)‖2 = sup
y∈BA

‖(Lλ+x(y))∗ Lλ+x(y)‖

= sup
y∈BA

‖(λ̄y∗ + y∗x∗)(λy + xy)‖

= sup
y∈BA

‖y∗ L(λ+x)∗(λ+x)(y)‖ 6 ‖L(λ+x)∗(λ+x)‖.

et donc ‖λ+ x‖2
6 ‖(λ+ x)∗(λ+x)‖. La remarque 5.8.1 montre donc que A1 est une algèbre stellaire.

6.7.2 Élément normal et élément hermitien d’une algèbre stellaire

Proposition 6.7.2. Soit A une algèbre stellaire et x ∈ A.

(i) Si x est normal, ‖x2‖ = ‖x‖2 et rs(x) = ‖x‖.

(ii) Si x est hermitien, spec1 x ∈ R. Donc A est une algèbre hermitienne.

Démonstration. (i). ‖x2‖2 = ‖x∗x∗xx‖ = ‖x∗xx∗x‖ = ‖(x∗x)∗(x∗x)‖ = ‖x∗x‖2 = ‖x‖4. Donc
‖x2n‖ = ‖x‖2n

pour tout n et rs(x) = ‖x‖.
(ii). Soit a + ib ∈ spec1 x et montrons que b = 0. Si λ ∈ R, alors a+ i(b + λ) est dans le spectre de
iλ+ x relativement à A1 et donc |a+ i(b+ λ)| 6 ‖iλ+ x‖. Donc

a2 + b2 + 2bλ+ λ2
6 ‖iλ+ x‖2 = ‖(−iλ+ x)(iλ+ x)‖ = ‖λ2 + x2‖ 6 λ2 + ‖x2‖

et a2 + b2 + 2bλ 6 ‖x2‖ pour tout λ ∈ R : donc b = 0.

Corollaire 6.7.3. Soit A une algèbre involutive et B une algèbre stellaire, et soit ϕ : A → B un
morphisme d’algèbres involutives. Alors ϕ est continu et ‖ϕ‖ 6 1.

Démonstration. On a spec1 ϕ(x) ⊂ spec1 x : si x est normal, ϕ(x) est normal et ‖ϕ(x)‖ = rs(ϕ(x)) 6
rs(x) 6 ‖x‖. Si x est quelconque, ‖ϕ(x)‖2 = ‖ϕ(x∗x)‖ 6 ‖x∗x‖ 6 ‖x‖2.

Cela montre qu’une algèbre involutive admet au plus une norme d’algèbre stellaire.

6.7.3 Permanence spectrale

Lemme 6.7.4. Soit A une algèbre de Banach munie d’une unité u, B une sous-algèbre fermée
contenant u et x ∈ B. Alors specB x est la réunion de specA x avec certaines composantes connexes
bornées de K \ specA x.

Démonstration. Comme la résolvante de x relativement à A est continue et A \B est ouvert,

specB x \ specA x = {λ ∈ résA x : (λu − x)−1 ∈ A \B}

est ouvert. Donc l’intersection de specB x avec chaque composante connexe C de K \ specA x est
ouverte et fermée dans C.

Proposition 6.7.5. Soit A une algèbre stellaire, B une sous-algèbre stellaire et x ∈ B.

(i) spec1
B x = spec1

A x.

(ii) Si A admet une unité u et u ∈ B, specB x = specA x.
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Démonstration. (i) résulte de (ii) par adjonction d’une unité.
(ii) Un élément inversible dans B est inversible dans A. Donc specA x ⊂ specB x. Réciproquement,
supposons d’abord que x est hermitien. Comme specA x ⊂ R, C \ specA x est connexe et donc
specB x = specA x. Supposons x ∈ B quelconque. Si x est inversible dans A, x∗ est inversible dans
A : alors xx∗ et x∗x sont inversibles dans A et comme ils sont hermitiens, il le sont dans B : il existe
y, z ∈ B tels que xx∗y = u et zx∗x = u. Donc x est inversible à gauche et à droite dans B : donc x
est inversible dans B.

6.7.4 Théorème de Gelfand-Naimark

Théorème 6.7.6. Soit A une algèbre stellaire commutative. La transformation de Gelfand G : A →
C0(specA) est un isomorphisme isométrique d’algèbres de Banach involutives. Si A admet une unité
u, G (u) = 1.

Démonstration. Soit x ∈ A. Comme A est commutative, x est normal et donc ‖x‖ = rs(x) = ‖x̂‖.
Donc G est une isométrie et d’image fermée. Comme A est une algèbre hermitienne, l’image de G est
dense.

Théorème 6.7.7. Soit A une algèbre stellaire unifère et x ∈ A normal. Soit B l’algèbre stellaire
unifère engendrée par x. Alors B est commutative et la transformée de Gelfand de x relativement à
B définit un homéomorphisme de specB sur specx.

Démonstration. On a specx = specB x. La transformée de Gelfand de x relativement à B définit
une application continue surjective du compact specB sur specx. Montrons qu’elle est injective et
supposons que x̂(ω1) = x̂(ω2). Alors

�

x∗(ω1) = x̂∗(ω1) = x̂(ω1) =
�

x∗(ω2). Par conséquent, ω1 et ω2

coïncident sur l’algèbre des polynômes en x et x∗ qui est dense dans B. Donc ω1 = ω2. Or l’application
réciproque d’une bijection continue entre compacts est continue.

Corollaire 6.7.8. Soit A une algèbre stellaire unifère et x ∈ A normal. Il existe un unique morphisme
d’algèbres involutives unifères ϕ de C (specx) dans A qui transforme la fonction t 7→ t en x : c’est
le calcul fonctionnel continu de x. Le calcul fonctionnel continu est une isométrie et son image
est l’algèbre stellaire unifère engendrée par x. Soit f une fonction continue sur specx : On note
ϕ(f spec x) = f(x).

Démonstration. Notons t la fonction t 7→ t. Posons ϕ(f) = G −1(f ◦ x̂). Alors ϕ est un morphisme
d’algèbres involutives unifères isométrique et ϕ(t) = G −1(x̂) = x. Si ϕ est un morphisme d’algèbres
involutives qui transforme t en x, alors ϕ est continu et pour toute fonction polynomiale f : t 7→
� � aijt

it̄j on a ϕ(f) = � � aijx
ix∗j . Or ces fonctions sont denses dans C (specx) par le théorème

de Stone-Weierstrass. Donc ϕ est unique.

Corollaire 6.7.9. Soit A une algèbre stellaire et x ∈ A normal.

(i) Soit B l’algèbre stellaire engendrée par x. Alors B est commutative et la transformée de Gelfand
de x relativement à B définit un homéomorphisme de specB sur spec1 x \ {0}.

(ii) Il existe un unique morphisme d’algèbres involutives ϕ : C0(spec1 x \ {0}) → A qui transforme
la fonction t 7→ t en x : c’est le calcul fonctionnel continu de x. Son image est B. Soit f une
fonction continue sur spec1 x \ {0} dont la limite en 0 vaut 0 : on note ϕ(f spec1 x\{0}) = f(x).
Alors ‖f(x)‖ = ‖f‖.

Démonstration. (i). On a spec1 x = specB1(0 + x) et la transformée de Gelfand de 0 + x définit un
homéomorphisme entre specB1 et spec1 x qui transforme le caractère ω1

0 : λ + x 7→ λ en 0. Alors
�

0 + x(ω1) = x̂(ω1
B) pour tout ω1 ∈ specB1 \ {ω1

0}. La transformée de Gelfand de x est la restriction
de cet homéomorphisme à specB.
(ii). On pose encore ϕ(f) = G −1(f ◦ x̂) et on utilise que les fonctions polynomiales t 7→ � � aijt

i t̄j

sans terme constant sont denses dans C0(spec1 x \ {0}).

Théorème 6.7.10. Soit A une algèbre stellaire unifère. Soit x ∈ A normal et f ∈ C (specx).

(i) spec f(x) = f(specx).
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(ii) Si g ∈ C (spec f(x)), g(f(x)) = g ◦ f(x).

Démonstration. (i). Soit B l’algèbre stellaire unifère engendrée par x. Alors

spec f(x) = specB f(x) = specC (spec x) f = f(specx).

(ii). Soit y = f(x). L’application g 7→ g ◦ f(x) est un morphisme d’algèbres involutives unifères de
C (spec y) dans A qui transforme t en y. Par unicité, c’est le calcul fonctionnel continu de y : donc
g ◦ f(x) = g(y).

Théorème 6.7.11. Soient A et B deux algèbres stellaires et ϕ : A → B un morphisme d’algèbres
involutives.

(i) Si x est normal et f ∈ C0(spec1 x \ {0}), alors f(ϕ(x)) = ϕ(f(x)).

(ii) Si ϕ est injectif, alors ϕ est une isométrie.

Démonstration. Nous savons déjà que ϕ est continu et ‖ϕ‖ 6 1.
(i). Les morphismes d’algèbres involutives f 7→ f(ϕ(x)) et f 7→ ϕ(f(x)) coïncident sur les fonctions
polynomiales en t et t∗ sans terme constant qui sont denses dans C0(spec1 x \ {0}).
(ii). Soit f la fonction de distance à spec1

B ϕ(x) \ {0}. Alors ϕ(f(x)) = f(ϕ(x)) = 0 et f(x) = 0 et
donc f est nulle sur spec1 x\{0}. Donc spec1 x ⊂ spec1

B ϕ(x). On en déduit que ‖ϕ(x)‖ = ‖x‖ comme
dans la démonstration du corollaire 6.7.3.

6.7.5 Élément positif d’une algèbre stellaire

Lemme 6.7.12. Soit A une algèbre et x, y ∈ A. Alors spec1 xy = spec1 yx.

Démonstration. Soit λ 6= 0 tel que λ− xy admet un inverse z dans A1. Alors

(λ− yx)(1 − yzx) = λ− (λyzx+ yx− yxyzx)

= λ− y(λ+ z−1 − xy)zx = λ+ 0

et de même (1 − yzx)(λ− yx) = λ+ 0.

Lemme 6.7.13. Soit A une algèbre et x, y ∈ A hermitiens. Si le spectre de x et de y est positif, alors
le spectre de x+ y est positif.

Démonstration. Il suffit de montrer que le spectre de l’élément hermitien z =
x+ y

2
est positif. On

peut supposer que ‖x‖, ‖y‖ 6 1. Alors spec1 x, spec1 y ⊂ [0, 1] et donc specA1 (1 − x), specA1 (1 − y) ⊂
[0, 1]. Alors ‖1 − x‖, ‖1 − y‖ 6 1 et ‖1 − z‖ 6 1. Donc spec1 z ⊂ {λ ∈ R : |1 − λ| 6 1} = [0, 2].

Lemme 6.7.14. Soit A une algèbre stellaire et x ∈ A. Si le spectre de x∗x est négatif, alors x = 0.

Démonstration. Comme le spectre de −x∗x et de −xx∗ est positif, le spectre de −x∗x − xx∗ est
positif. Or

x∗x+ xx∗ = (Rex− i Imx)(Re x+ i Im x) + (Rex+ i Im x)(Re x− i Imx)

= 2(Rex)2 + 2(Imx)2
.

Donc le spectre de −(Rex)2 − (Im x)2 est positif. Comme le spectre de (Rex)2 et de (Imx)2 est
positif, le spectre de −(Rex)2 et de −(Im x)2 est dans R+ ∩ R− = {0}. Donc Rex = Im x = 0 et
donc x = 0.

Théorème 6.7.15. Soit A une algèbre stellaire et x ∈ A. Les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) x est positif.

(ii) x est hermitien et de spectre positif.

(iii) Il existe y hermitien tel que x = y2.

On peut de plus supposer que y est positif et alors y est unique : c’est la racine carrée de x.
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Démonstration. (i) ⇒ (ii). Il suffit de montrer que si y ∈ A, alors le spectre de z = y∗y est positif.
Utilisons le calcul fonctionnel continu pour définir z+ = max(z, 0) et z− = max(−z, 0) : alors z =
z+ − z−, z+z− = z−z+ = 0 et le spectre de z+ et de z− est positif. Il s’agit de montrer que z− = 0.
Or (yz−)∗(yz−) = z−(z+ − z−)z− = −z3

− et donc yz− = 0 et alors z3
− = 0. Donc z− = 0 et z = z+.

(ii) ⇒ (iii) se démontre comme dans le cas où x est un opérateur sur un espace de Hilbert.
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Travaux dirigés A

Endomorphismes admettant un polynôme annulateur

scindé

A.1 Cas particulier : les zéros du polynôme sont simples

Soit K un corps commutatif. Soit E un K-espace vectoriel et x ∈ L (E). Supposons qu’il existe un
polynôme de la forme

p0 =
n�

k=1

(t− λk) avec λ1, . . . , λn ∈ K

qui annule x : p0 est scindé et tous ses zéros sont simples.

1. Soient
lk : K[t] → K

p 7→ p(λk)

n formes linéaires. Montrer que l’orthogonal de {lk}16k6n dans K[t] est p0K[t] :

∀ k ∈ [[1, n]] lk(p) = 0 ⇐⇒ p0 | p

2. En déduire que les lk restreints à Kn−1[t] forment une base du dual de Kn−1[t].

3. En déduire qu’il existe des polynômes pj tels que

lk(pj) = δkj =

�
1 si k = j

0 sinon.

4. Trouver une expression pour les pj .

5. Soit p ∈ K[t] et r le reste de la division de p par p0.

– Montrer que r =
n�

k=1

p(λk)pk

– Montrer que p(x) =
n�

k=1

p(λk)pk(x).

6. Notons xk = pk(x). Montrer que
– xk ◦ xj = 0 si k 6= j,

–
n�

k=1

xk = Id,

– x2
k = xk.

Nous avons donc montré que x est diagonalisable : x est une combinaison linéaire de projections
associées.
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7. Montrer que E est la somme directe des noyaux des λk Id −x et que xk est la projection sur
ker(λk Id −x) parallèlement à

�

j 6=k

ker(λj Id −x).

8. Soit A = K
{λk}16k6n l’algèbre des fonctions de {λk}16k6n dans K. Considérons

Φ : A → K[x]

f 7→
n�

k=1

f(λk)xk.

Montrer que Φ est un isomorphisme d’algèbres tel que Φ(1) = Id et Φ(t) = x, où t désigne la
fonction λ 7→ λ. Φ est le calcul fonctionnel de x.

A.2 Cas général

Soit K un corps commutatif. Soit E un K-espace vectoriel et x ∈ L (E). Supposons qu’il existe un
polynôme de la forme

p0 =
r�

k=1

(t− λk)αk avec λ1, . . . , λr ∈ K et α1, . . . , αr ∈ N
∗

qui annule x : p0 est scindé. Notons n = α1 + · · · + αr.

1. Pour k ∈ [[1, r]] et j ∈ [[1, αk − 1]] soit

lkj : K[t] → K

p 7→ p(j)(λk)
j!

.

Montrer que l’orthogonal des lkj dans K[t] est p0K[t] :

∀ k ∈ [[1, r]] ∀ j ∈ [[1, αk − 1]] lkj(p) = 0 ⇐⇒ p0 | p

2. En déduire que les lk restreints à Kn−1[t] forment une base du dual de Kn−1[t].

3. En déduire qu’il existe des polynômes pkj tels que

lkj(pk′j′) = δ(k,j),(j,j′) =

�
1 si k = k′ et j = j′

0 sinon.

4. Montrer que
r�

k=1
k 6=k′

(t− λk)αk | pk′0.

5. Soit p ∈ K[t] et r le reste de la division de p par p0.

– Montrer que r =
r�

k=1

αk�

j=0

p(j)(λk)
j!

pkj

– Montrer que p(x) =
r�

k=1

αk�

j=0

p(j)(λk)
j!

pkj(x).

6. Considérons
Φ : O({λ1, . . . , λr}) → K[x]

f 7→
r�

k=1

αk�

j=0

f (j)(λk)
j!

pkj(x).

Montrer que Φ est un morphisme d’algèbres tel que Φ(1) = Id et Φ(t) = x, où 1 et t désignent
respectivement les germes des fonctions λ 7→ 1 et λ 7→ λ au voisinage de {λ1, . . . , λr}. Φ est le
calcul fonctionnel holomorphe de x. Notons Φ(f) = f(x).

64



7. Notons xk = pk0(x). Montrer que
– xk ◦ xj = 0 si k 6= j,

–
r�

k=1

xk = Id,

– x2
k = xk.

8. Montrer que E est la somme directe des noyaux des (λk Id −x)αk et que xk est la projection
sur ker(λk Id −x)αk parallèlement à

�

j 6=k

ker(λj Id −x)αj .

9. Montrer que pour tout f ∈ O({λ1, . . . , λr}) on a

f(x) =
r�

k=1

�
αk�

j=0

f (j)(λk)
j!

(x − λk Id)j�xk.

10. Soit d =
r�

k=1

λkxk et n = x− d : d et n sont des polynômes en x. Montrer que

– x = d+ n,
– dn = nd,
– d est diagonalisable,
– n est nilpotente.
Montrer que d et n sont caractérisés par ces 4 propriétés.
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Travaux dirigés B

Quelques opérateurs

B.1 Opérateur de multiplication à gauche

1. Soit A une algèbre munie d’une unité u et considérons L : A 7→ L (A) définie par Lx(y) = xy.
Montrer que L est un morphisme d’algèbres unifères injectif.

2. Montrer que Lx est inversible si x est inversible.

3. Supposons que Lx admet un inverse M .

a) Montrer que xM(u) = u.

b) Montrer que M(x) = M(u)x.

c) Montrer que x est inversible.

B.2 Opérateur différentiel du premier ordre

1. Considérons l’équation différentielle linéaire du premier ordre�
v′ + qv = w

v(0) = 0

où q ∈ C [0, 1] : il s’agit de trouver v ∈ C 1[0, 1] en fonction du terme inhomogène w ∈ C [0, 1].
Résoudre cette équation différentielle en introduisant une primitive p de q.

2. Soit E = {v ∈ C 1[0, 1] : v(0) = 0} et notons ιE : E → C [0, 1] l’inclusion de E dans C 1[0, 1].
Considérons l’opérateur différentiel

x : E → C [0, 1]

v 7→ v′ + qv.

a) x est-il un opérateur borné ?

b) Si on munit E de la norme définie par ‖v‖E = ‖v′‖, x est-il un opérateur borné ?

c) Montrer que x est un opérateur inversible. Soit y = ιE ◦ x−1 ∈ L (C [0, 1]). y est-il borné ?

3. Montrer que C [0, 1] est un espace préhilbertien muni du produit scalaire défini par

〈v, w〉 = � 1

0
v(t)w(t) dt.

4. y est-il adjoignable ? Si c’est le cas, y est-il normal ?
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B.3 Opérateur de Volterra

1. Soit k ∈ C ([0, 1] × [0, 1]). Pour tout w ∈ C [0, 1] soit

v(s) = � s

0
k(s, t)w(t) dt.

a) Montrer que v est une fonction continue.

b) Noter que v(0) = 0. Trouver une condition générale sur k pour que v ∈ C 1[0, 1].

c) Conclure sur l’application linéaire y qui à w associe v, appelée opérateur de Volterra de
noyau intégral k.

2. a) Montrer que |v(s)| 6 s‖k‖ ‖w‖.

b) Montrer que pour tout n ∈ N on a |(yn(w))(s)| 6 sn

n!
‖k‖n‖w‖.

c) Estimer la norme de y et de yn.

d) Calculer la norme de y. On pourra considérer les fonctions

wsn(t) =
k(s, t)

|k(s, t)| + 1/n
pour chaque s ∈ [0, 1] et chaque n > 1.

3. Quelles sont les valeurs propres éventuelles de y ?

4. Si l ∈ C ([0, 1] × [0, 1]), notons yl l’opérateur qui à w ∈ C [0, 1] associe la fonction définie par

v(s) = � 1

0
l(s, t)w(t) dt.

On montre comme précédemment que yl est un opérateur borné sur C [0, 1] et que sa norme est

‖yl‖ = max
s∈[0,1]

� 1

0
l(s, t) dt.

a) Supposons momentanément que l est une fonction polynomiale à deux variables : il existe
N ∈ N et anm ∈ K tels que

l(s, t) =
N�

n=0

N�

m=0

anms
ntm.

Montrer qu’alors yl(w) est une fonction polynomiale de degré au plus N .

b) Montrer que yl est limite d’une suite d’opérateurs de rang fini.

c) Existe-t-il une fonction continue l ∈ C ([0, 1] × [0, 1]) telle que y = yl ?

d) Montrer que pour tout ε > 0 il existe l ∈ C ([0, 1]×[0, 1]) telle que ‖l‖ 6 ‖k‖ et ‖y−yl‖ < ε.
En déduire que y est limite d’une suite d’opérateurs de rang fini.

B.4 Opérateur de multiplication sur `2(N)

Soit (en)n∈N la base canonique de `2(N) et soit x = (xn)n∈N une suite dans K.

1. Dans quel cas existe-t-il un opérateur y borné sur `2(N) tel que y(en) = xnen pour tout n ∈ N ?

2. Calculer alors y(v) pour tout v ∈ `2(N).

3. Calculer l’adjoint de y ; y est-il normal ? Donner des conditions nécessaires et suffisantes pour
que y soit hermitien, positif, unitaire.

4. Si x ∈ `∞(N), y est un opérateur borné. Soit ϕ : `∞(N) → B(`2(N)) l’application qui à x
associe y. Montrer que ϕ est un morphisme d’algèbres involutives unifères.
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5. Soit à présent (T, µ) un espace mesuré et x ∈ L ∞(µ). Si v est une fonction de carré intégrable,
montrer que la fonction xv est encore de carré intégrable. Montrer que si v ou x est une fonction
mesurable nulle presque partout, la fonction xv est aussi nulle presque partout. On en déduit
qu’on peut associer à tout x ∈ L∞(µ) un unique opérateur y sur L2(µ) tel que

(y(v))(t) = x(t)v(t) presque partout.

a) Montrer que y est borné et estimer sa norme.

b) Montrer que l’application ϕ qui à x associe y est un morphisme d’algèbres involutives
unifères.

c) Montrer que ϕ(x) est un opérateur borné inversible si et seulement si x est inversible.
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Travaux dirigés C

Opérateurs compacts

C.1 Opérateur de Volterra et opérateur de Fredholm sur C [0, 1]

Soit k ∈ C ([0, 1] × [0, 1]).
– On rappelle que l’opérateur de Volterra de noyau intégral k est l’opérateur xk défini par

xk(v)(s) = � s

0
k(s, t)v(t) dt.

Nous avons montré que xk est un opérateur borné sur C [0, 1] et que sa norme est

xk = max
s∈[0,1]

� s

0
|k(s, t)| dt.

– L’opérateur de Fredholm de noyau k est l’opérateur yk défini par

yk(v)(s) = � 1

0
k(s, t)v(t) dt.

On montre comme pour l’opérateur de Volterra que yk est un opérateur borné sur C [0, 1] et que
sa norme est

‖yk‖ = max
s∈[0,1]

� 1

0
|k(s, t)| dt.

1. Supposons momentanément que k est une fonction polynomiale à deux variables : il existe
N ∈ N et anm ∈ K tels que

k(s, t) =
N�

n=0

N�

m=0

anms
ntm.

Montrer que yk(v) est une fonction polynomiale de degré au plus N .

2. Montrer que yk est dans l’adhérence des opérateurs de rang fini.

3. Existe-t-il une fonction continue l ∈ C ([0, 1] × [0, 1]) telle que xk = yl ?

4. Montrer que pour tout ε > 0 il existe l ∈ C ([0, 1] × [0, 1]) telle que ‖l‖ 6 ‖k‖ et ‖xk − yl‖ < ε.
En déduire que xk est dans l’adhérence des opérateurs de rang fini.

5. On en déduit que xk et yk sont compacts. Comment peut-on démontrer cela directement ?

Munissons C [0, 1] du produit scalaire défini par

〈v, w〉 = � 1

0
v(t)w(t) dt

et notons E l’espace vectoriel C [0, 1] muni de la norme définie par ‖v‖2
2 = 〈v, v〉. Montrer que xk et

yk sont des opérateurs compacts de E dans C [0, 1].
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C.2 Opérateur de Fredholm sur L2([0, 1])

Soit k une fonction borélienne sur [0, 1] × [0, 1] de carré intégrable. L’opérateur intégral de noyau k
est l’opérateur xk défini par

xk(v)(s) = � 1

0

k(s, t)v(t) dt presque partout.

1. Montrer que si v ∈ L2[0, 1], alors il existe une fonction mesurable v sur [0, 1] telle que (C.2) vaut
pour tout s hors d’un ensemble de mesure nulle.

2. Montrer que v est de carré intégrable et que l’opérateur y qui à w associe la classe de v est
borné.

3. Supposons momentanément que k est une fonction étagée : il existe des parties boréliennes A1,
. . . , AN , B1, . . . , BM de [0, 1] et anm ∈ K tels que

k(s, t) =
N�

n=0

M�

m=0

anmχAn
(s)χBm

(t).

Calculer xk(v).

4. Montrer que xk est dans l’adhérence des opérateurs de rang fini.

C.3 Opérateur de multiplication sur `2(N)

Soit (en)n∈N la base canonique de `2(N). Soit x ∈ `∞(N) et soit y l’opérateur défini par y(en) = xn en.

1. Quel est le spectre de y ?

2. Quelles sont les valeurs propres et vecteurs propres de y ?

3. Pour quels x y est-il compact ?

C.4 Opérateur de multiplication sur L2(µ)

Soit (T, µ) un espace mesuré. Soit x ∈ L ∞(µ) et y l’opérateur sur L2(µ) défini par

(y(v))(t) = x(t)v(t) presque partout.

1. Quel est le spectre de y ?

2. Quelles sont les valeurs propres et vecteurs propres de y ?

3. Pour quels x y est-il compact ?
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Travaux dirigés D

Problème de Sturm-Liouville

D.1 L’équation des ondes

Soit (Eλ) l’équation �
v′′ = λv + w

v(0) = v(1) = 0.
(D.1)

1. Résoudre l’équation homogène associée, c’est-à-dire que w = 0. Pour quel λ a-t-elle une solution
non nulle ?

2. Résoudre (E0) et construire une fonction k : [0, 1] × [0, 1] → R telle que

(E0) ⇔ v = � 1

0
k(·, t)w(t) dt.

3. Résoudre (Eλ). Décrire l’ensemble des solutions selon λ.

D.2 Forme hermitienne d’une équation différentielle du deuxième ordre

Considérons l’équation Av′′ + Bv′ + Cv = D sur l’intervalle [a, b] avec A, B, C et D des fonctions
continues et A est strictement positive sur [a, b]. Déterminer des fonctions p, q et w telles que cette
équation est équivalente à l’équation (pv′)′ + qv = w.

D.3 Opérateur associé au problème de Sturm-Liouville

Soit (Fλ) l’équation ��
�

(pv′)′ + qv = r(λv + w)

αv(a) + α′v′(a) = 0

βv(b) + β′v′(b) = 0

(D.2)

où p ∈ C 1[a, b] est strictement positive, q ∈ C [a, b] est réelle, le poids r ∈ C [a, b] est strictement positif
et (α, α′), (β, β′) ∈ R2 \ {(0, 0)} : il s’agit de trouver v ∈ C 2[a, b] en fonction du paramètre λ ∈ C et
du terme inhomogène w ∈ C [a, b]. Notons E le sous-espace de C [a, b] formé des v ∈ C 2[a, b] tels que
αv(a) + α′v′(a) = βv(b) + β′v′(b) = 0 et ιE : E → C [0, 1] l’inclusion de E dans C [0, 1]. Considérons
l’opérateur différentiel

x : E → C [a, b]

v 7→ (pv′)′ + qv

r
.

Munissons C [a, b] du produit scalaire défini par

〈v, w〉 = � b

a
v(t)w(t)(r(t) dt).
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1. Écrire le problème de Sturm-Liouville en termes de y.

2. x est-il borné ?

3. Montrer que chaque espace propre de x est de dimension 1.

4. Nous voulons montrer que λ n’est pas valeur propre de x si λ est suffisamment grand. Nous
allons seulement traiter le cas particulier α′ = β′ = 0 et donc v(a) = v(b) = 0. Soit λ > max

q

r
et supposons que v est un vecteur propre pour λ.

a) Montrer que si v′(a) = 0, alors v = 0.

b) Montrer que (pv′)′ est du signe de v

c) Supposons que v′(a) 6= 0. Montrer que u est monotone.

d) Conclure.

Quitte à soustraire un multiple de r à q, ce qui ne change pas la nature du problème, on peut supposer,
et nous allons le faire dans toute la suite du problème, que 0 n’est pas valeur propre de x.

D.4 Fonction de Green

La fonction de Green associée au problème de Sturm-Liouville est une fonction k continue sur [a, b]
à valeurs réelles telle que
– ks : t 7→ k(s, t) est C 2 sur [a, s] et sur [s, b] et satisfait l’équation (pv′)′ + qv = 0 sur chacun de ces

intervalles,
– ks satisfait les conditions aux limites αv(a) + α′v′(a) = 0 et βv(b) + β′v′(b) = 0,

– ks a des dérivées à droite et à gauche de s dont la différence vaut
1
p(s)

.

Pour construire cette fonction, procédons comme suit.

1. Montrer l’existence de fonctions réelles va et vb non proportionnelles telles que�
(pv′

a)′ + qva = 0

αva(a) + α′v′
a(a) = 0

et

�
(pv′

b)′ + qvb = 0

βvb(b) + β′v′
b(b) = 0

2. Montrer que p(vav
′
b − v′

avb) est constant et non nul.

3. Construire k à partir de va et vb.

D.5 Inverser x

1. Montrer que 〈x(v), ks〉 = v(s) pour tout v ∈ E.

2. Montrer que v est solution du problème de Sturm-Liouville avec λ = 0 si et seulement si

v(s) = � b

a
k(s, t)w(t)r(t) dt. (D.3)

3. En déduire une expression de x−1. Soit y = ιE ◦ x−1 ∈ L (C [a, b]). y est-il borné ?

4. Soit λ 6= 0. Écrire le problème de Sturm-Liouville en termes de y.

5. Quel rapport y a-t-il entre valeurs propres de x et valeurs propres de y ?

D.6 y est hermitien

1. Montrer la fonction de Green est symétrique : k(t, s) = k(s, t).

2. Montrer que y est hermitien.

3. Que peut-on dire alors des valeurs propres et des espaces propres de y et de x ?
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D.7 Opérateur intégral sur C [a, b]

Supposons dans cette question que k soit une fonction continue sur [a, b] × [a, b] quelconque.

1. Montrer que si w ∈ C [a, b], alors la fonction v définie par (D.3) est aussi dans C [a, b].

2. Soit y l’opérateur qui à w associe v.

a) y est-il borné ?

b) y est-il compact ?

c) Que peut-on dire alors des valeurs propres et des vecteurs propres de y ?

d) Que peut-on dire des solutions w de l’équation y(w) = λw + v ?

D.8 Conclusion

Qu’avons-nous démontré au sujet de (Fλ) ?

D.9 Opérateur intégral sur L2[a, b]

Supposons dans cette question que k soit une fonction de carré intégrable sur [a, b]× [a, b] quelconque.

1. Montrer que si w ∈ L2[a, b], alors il existe une fonction mesurable v sur [a, b] telle que (D.3)
vaut pour tout s hors d’un ensemble de mesure nulle.

2. Montrer que v est de carré intégrable et que l’opérateur y qui à w associe la classe de v est
borné.

3. y est-il compact ?

4. Que peut-on dire de la norme de y ?
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Travaux dirigés E

Algèbre L1(R+∗)

Exemple d’algèbre 22. L’application t 7→ ln t est un morphisme du groupe G = (R+∗, ·) sur
le groupe (R,+) dont l’inverse est s 7→ es. Munissons R+∗ de la mesure définie par µ(A) =
m [s ∈ R : es ∈ A], où m est la mesure de Lebesgue sur R : c’est la mesure de Haar normalisée
de G. Si f est une fonction intégrable sur G, alors

�
G
f(t) dt = � ∞

−∞
f (es) ds = � ∞

0
f(t)

dt
t

et si s ∈ G,

�
G
f(st) dt = � ∞

0
f(st)

dt
t

= � ∞

0
f(t)

ds−1t

s−1t
= �

G
f(t) dt,

�
G
f(t−1) dt = � ∞

0
f(t−1)

dt
t

= � 0

∞
f(t)

d(t−1)
t−1

= �
G
f(t) dt.

Soit L1(G) l’espace de Banach des classes de fonctions intégrables sur (G, dµ). Si x, y ∈ L1(G),

x ∗ y(s) = �
G

x(t)y(t−1s) dt

existe pour presque tout s et définit un élément de L1(G) : c’est la convolée de x et y. Muni de la
convolution, L1(G) est une algèbre commutative. L’application définie par

x∗(t) = x(t−1) presque partout

est une involution de L1(G). Considérons l’application

FG : L1(G) → C0(G)

x 7→ �x̂ : ϑ 7→ �
G

x(t)ti ln ϑ dt�.
Elle est bien définie par le théorème de convergence dominée et le lemme de Riemann-Lebesgue. FG

est la transformation de Fourier du groupe localement compact G. On a encore
�

x ∗ y(ϑ) = x̂(ϑ)ŷ(ϑ)
�

x∗(ϑ) = x̂∗(ϑ) :

donc FG est un morphisme d’algèbres involutives de L1(G) dans C0(G). Son image est l’algèbre
involutive des fonctions continues nulles en l’infini dont la transformée de Fourier est intégrable :
nous verrons qu’elle est dense dans C0(G). Si x, l ∈ L1(G), alors

�
G
l(t)x̂(ϑ) dt = �

G
l(t) �

G
x(t)ti ln ϑ dϑ = �

G

��
G
l(t)ti ln ϑ� x(t) dt = �

G
l̂(ϑ)x(t) dt. (E.1)
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En considérant l comme une forme linéaire sur C0(G), F ′
G(l) est donc la classe de l̂. On déduit de

(E.1) que si x̂ = 0 alors x est dans l’orthogonal de l’image de FG dans L1(G) et donc x = 0. Donc
FG est injective.
Si L1(G) avait une unité u, alors û(ϑ) = 1 pour tout ϑ ∈ G, ce qui est impossible.

L’exemple 22 est l’algèbre de groupe du groupe localement compact (R+∗, ·). La même construction
peut être faite dans tout groupe localement compact non nécessairement commutatif.
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Travaux dirigés F

Algèbre du disque

F.1 Algèbre du disque

1. On note D = {t ∈ C : |t| 6 1} le disque unité fermé du plan complexe. Montrer que D est un
compact à bord orienté.

2. Soit y ∈ C (T) et n ∈ Z. On note ŷ(n) = �
T

y(t)t−n dt. Montrer que ŷ(n) =
1

2iπ
�

∂D

y(z)
zn+1

dz.

3. Soit x ∈ C (D) et posons y = x T. On veut montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) x ∈ R(D).

(ii) x est holomorphe sur D̊.

(iii) Les coefficients de Fourier ŷ(n) de y sont nuls pour n < 0.

(iv) x est limite uniforme de fonctions polynômes sur D.

a) Montrer que ŷ(n) = lim
r→1−

�
T

x(rt)t−n dt. En déduire que si x est holomorphe sur D̊, alors

ŷ(n) = 0 pour tout n 6 −1.

b) Supposons que ŷ(n) = 0 pour tout n 6 −1. Montrer que pour tout ε > 0 il existe p ∈ K[t]
tel que max

t∈T

|y(t) − p(t)| < ε. En déduire que max
t∈D

|x(t) − p(t)| < ε.

c) Conclure.

4. Notons A l’espace des fonctions y ∈ C (T) dont les coefficients de Fourier ŷ(n) sont nuls pour
n < 0. Montrer que A est une sous-algèbre de C (T) et que l’application

ϕ : R(D) → A

x 7→ x
T

est un isomorphisme isométrique d’algèbres de Banach unifères.

5. Montrer que si x est une fonction continue sur D holomorphe sur D̊ dont le développement

en série entière en 0 est
∞�

n=0

ant
n, alors x̂(n) = an. En déduire l’inverse ψ de ϕ. Montrer que

si r ∈ [0, 1[ et t ∈ T, alors ψ(y)(rt) = (Pr ∗ y)(t), où Pr est le noyau de Poisson défini par

Pr(t) =
1 − r2

|1 − rt|2
.

6. Soit y ∈ A . Décrire le spectre de y.

7. Montrer que l’application définie par y∗(t) = y(t−1) est une involution de A . Que peut-on dire
du spectre d’un élément hermitien de A ?

Nous montrerons que le spectre de tout élément x de A est la réunion du spectre de x dans C (T) avec
toutes les composantes connexes bornées de C \ specC (T) x : c’est l’intérieur de la courbe paramétrée
définie par x dans le plan complexe.
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F.2 Unité approchée

Une unité approchée de L1(T) est une suite de fonctions continues un sur T telles que

(i) �
T

un(t) dt =
�

un(0) = 1,

(ii) les �
T

|un(t)| dt sont uniformément bornés,

(iii) pour tout voisinage V de 1 dans T on a �
T

|un(t)|1V c(t) dt −−−−→
n→∞

0.

1. Pour tout t ∈ T, soit τt l’opérateur défini sur L1(T) par (τt(x))(s) = x(t−1s) presque partout.

a) Montrer que si x est une fonction continue, alors max
s∈T

|x(t−1s) − x(s)| −−−→
t→1

0.

b) Montrer que si x ∈ L1(T), alors l’application qui à t associe τt(x) est continue.

2. Soit (un) une unité approchée.

a) Montrer que si x ∈ L1(T), un ∗ x −−−−→
n→∞

x dans L1(T).

b) Montrer que si x ∈ L∞(T), un ∗ x −−−−→
n→∞

x pour la topologie σ(L∞(T),L1(T)).

3. Montrer que pour toute suite de nombres rn ∈ [0, 1[ qui tend vers 1, (Prn
) est une unité

approchée.

F.3 Algèbre des fonctions holomorphes bornées du disque

On note H∞(D) l’espace vectoriel des fonctions holomorphes sur D̊ qui sont bornées, muni de la
norme du supremum.

1. Montrer que H∞(D) est une algèbre de Banach.

2. Soit x ∈ H∞(D) et notons yr la fonction définie par yr(t) = x(rt).

a) Montrer qu’il existe une suite de nombres rn ∈ [0, 1[ telle que la classe de yrn
converge

vers un élément y ∈ L∞(T) pour la topologie σ(L∞(T),L1(T)).

b) Montrer que x(rt) = (Pr ∗ y)(t) pour tout r ∈ [0, 1[ et t ∈ T.

c) Montrer que la classe de yr tend vers y pour la topologie σ(L∞(T),L1(T)) lorsque r tend
vers 1 par valeurs inférieures.

d) Montrer que les coefficients de Fourier ŷ(n) de y sont nuls pour n < 0.

3. On note H∞(T) le sous-espace vectoriel de L∞(T) formé des classes de fonctions y dont les
coefficients de Fourier ŷ(n) sont nuls pour n < 0. Montrer que l’application qui à x associe
y construite à la question précédente est un isomorphisme isométrique d’algèbres de Banach
unifères.
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Projet de contrôle continu de mai 2005

Soit A une algèbre de Banach unifère. Un élément p ∈ A est idempotent si p2 = p. Pour chaque
idempotent p, soit Ap l’ensemble des pap lorsque a parcourt A et φp : A → Ap

a 7→ pap
.

I. 1. Montrer que Ap est une sous-algèbre fermée de A.
2. Déterminer l’unité de l’algèbre Ap.
3. Comment munir Ap d’une norme qui en fait une algèbre de Banach unifère ?

II. Soit p un idempotent et a un élément de A qui commute avec p : ap = pa.
1. Soit q = 1 − p. Montrer que q est un idempotent et que pq = 0.
2. Montrer que a est inversible dans A si et seulement si φp(a) est inversible dans Ap et φq(a) est

inversible dans Aq.
3. Montrer que le spectre de a est la réunion des spectres de φp(a) et de φq(a).

III. Soit a un élément de A et K une partie de spec a qui est à la fois ouverte et fermée dans spec a :
il existe des voisinages de K et de L = speca \K qui sont disjoints.
1. Montrer qu’il existe une fonction holomorphe χ égale à 1 au voisinage de K et égale à 0 au

voisinage de L.
2. Soit p = χ(a). Montrer que p est un idempotent et que ap = pa.
3. Soit λ /∈ K. Montrer qu’il existe une fonction ψ holomorphe au voisinage de spec a telle que
ψ(t) = 1/(λ− t) pour t dans un voisinage de K.

4. En déduire que specφp(a) = K et specφq(a) = L, où q = 1 − p.
5. Montrer que pour toute fonction holomorphe f au voisinage de K, f(φp(a)) = φp(f̂(a)), où f̂

est n’importe quelle fonction holomorphe au voisinage de speca égale à f dans un voisinage de
K.

78



Devoir à la maison en théorie des opérateurs du 26 mai 2005

La notation privilégiera celui qui traite des questions entières : seules compteront pour la note les
sept questions les mieux traitées.

Ce problème étudie des notions analogues à l’injectivité et à la surjectivité d’un opérateur borné
dans une algèbre de Banach unifère A (voir les questions 8 et 9.) Il donne des informations sur la
topologie de GL(A) qui contreviennent à l’intuition de la topologie de C (voir les questions 3,4 et 5.)
Il approfondit le phénomène de permanence spectrale vu en travaux dirigés (voir la question 7.)

Soit E une partie d’un espace topologique X . On note ∂E = E ∩ X \E le bord de E. Si X est un
espace métrique et si x ∈ ∂E, il existe une suite (xn) dans E et une suite (yn) dans X \E qui tendent
vers x.

Soit A une algèbre de Banach unifère et x ∈ A.
– x est inversible à droite (resp. à gauche) s’il existe y ∈ A tel que xy = 1 (resp. yx = 1.) On note
x ∈ A−1

d (resp. x ∈ A−1
g .)

– x est un diviseur de zéro (un dz, par abréviation) à gauche (resp. à droite) s’il existe y ∈ A \ {0}
tel que xy = 0 (resp. yx = 0.)

– x est un diviseur de zéro topologique (un dzt, par abréviation) à gauche (resp. à droite) s’il existe
une suite d’éléments yn ∈ A de norme 1 telle que xyn → 0 (resp. ynx → 0.)

0. a) Montrer que si x admet un inverse à droite y et un inverse à gauche z, alors y = z et x est
inversible : GL(A) = A−1

d ∩A−1
g .

b) Montrer que si x est un dz à gauche, x est un dzt à gauche.

c) Montrer que si x est un dzt à gauche, x n’est pas inversible à gauche.

1. Soit A l’algèbre de Banach unifère commutative des fonctions continues 2π-périodiques, muni
de la norme du supremum : A = C (R/2πZ).

a) Montrer que si l’intérieur de x−1(0) est vide, alors x n’est pas un dz. Réciproque ?

b) Montrer que si x s’annule, alors x est un dzt.

c) Conclure.

2. Soit A le sous-espace vectoriel normé de C (R/2πZ) formé des fonctions y dont les coefficients
de Fourier ŷ(n) sont nuls pour n < 0.

a) Montrer que A est une algèbre de Banach unifère.

b) Nous avons montré dans le TD F que specA est homéomorphe au disque unité fermé D de
C. Décrire la transformation de Gelfand G : A → C (D) qui résulte de cette identification.

c) Montrer que le seul diviseur de zéro de A est 0.

d) Montrer que la fonction x : λ 7→ eiλ est un élément non inversible de A, alors que x n’est
pas un dzt.

3. Soit γ : A → R définie par γ(x) = inf{‖xy‖ : ‖y‖ = 1}.

a) Montrer que x est un dzt à gauche si et seulement si γ(x) = 0.

b) Montrer que |γ(x1) − γ(x)| 6 ‖x1 − x‖.

c) Montrer que l’ensemble des dzt à gauche est fermé.

4. a) Montrer que si x1 admet un inverse à droite z1 et que ‖x − x1‖ < 1/‖z1‖, alors x est
inversible à droite : A−1

d est ouvert. De même, A−1
g est ouvert.
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b) Montrer que si x est limite d’éléments xn ayant un inverse à droite zn et que la suite des
‖zn‖ ne tend pas vers l’infini, alors x est inversible à droite.

c) Montrer que si x ∈ ∂A−1
d , alors x est un dzt à gauche. De même, si x ∈ ∂A−1

g , alors x est
un dzt à droite.

5. a) Montrer que ∂GL(A) ⊂ ∂A−1
g ∩ ∂A−1

d .

b) Montrer que si x ∈ ∂GL(A), alors x est un dzt à gauche et à droite.

c) Montrer que l’ensemble des éléments qui ne sont ni inversibles ni dzt à gauche est ouvert.
De même, l’ensemble des éléments qui ne sont ni inversibles ni dzt à droite est ouvert.

d) Montrer que si λ ∈ ∂ specx, alors λ1 − x est un dzt à gauche et à droite.

e) Montrer que si le seul dzt à gauche ou à droite est 0, alors A = C1.

6. Supposons que A est une C∗-algèbre unifère.

a) Montrer que si x est autoadjoint non inversible, alors x est un dzt à gauche et à droite.

b) Si x est normal non inversible, montrer que

i. x∗x n’est pas inversible ;

ii. x est un dzt à gauche et à droite.

7. Soit φ : A → B un morphisme d’algèbres de Banach unifères injectif et d’image fermée.

a) Donner la démonstration que φ(GL(A)) ⊂ GL(B) et specφ(x) ⊂ specx.

b) Montrer qu’il existe une constante c > 0 telle que ‖φ(x)‖ > c‖x‖ pour tout x ∈ A.

c) Montrer que si x est un dzt à gauche, alors φ(x) est un dzt à gauche.

d) Montrer que φ(∂GL(A)) ⊂ ∂GL(B).

e) Montrer que ∂ specx ⊂ ∂ specφ(x).

Dans la suite du problème, X est un espace de Banach et A = B(X). Soit T ∈ A.

8. a) Montrer que si T est injectif, alors T n’est pas un dz à gauche. Réciproque ?

b) Montrer que si T est injectif et d’image fermée, alors T n’est pas un dzt à gauche. Réci-
proque ?

c) Montrer que si l’image de T est dense, alors T n’est pas un dz à droite. Réciproque ?

9. a) Montrer que si T est surjectif, alors T n’est pas un dzt à droite. Réciproquement, si T
n’est pas surjectif, la fin de la démonstration du théorème de l’application ouverte montre
que n−1BX 6⊂ T (BX) pour tout n > 1.

i. En déduire des formes linéaires ln de norme 1 telles que |ln(T (x))| 6 1/n pour ‖x‖ 6 1.

ii. Montrer que T est un dzt à droite.

b) Conclure.

c) Montrer que l’ensemble des opérateurs injectifs et d’image fermée distincte de X est ouvert.

d) Montrer que l’ensemble des opérateurs surjectifs non injectifs est ouvert.

e) Que signifient ces résultats lorsque X est de dimension finie ?

Indication : pour chacune des réciproques, on pourra considérer les opérateurs Ul,y de rang 1
définis par Ul,y(x) = l(x)y, où (l, y) ∈ X ′ ×X .
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Examen terminal en théorie des opérateurs du 30 mai 2005

Soit sgn la fonction signe : sgn(t) =

�
−1 si t < 0
1 si t > 0 .

Exercice 1. Un opérateur de multiplication.

1. (2 points) Montrer que l’égalité

(T (x))(t) = sgn(t)x(t) presque partout

définit un opérateur borné sur L2(R) et calculer sa norme.

2. (1 point) Est-ce que T admet un polynôme annulateur non nul ?

3. (1 point) T est-il compact ?

4. (2 points) Quelles sont les valeurs spectrales de T ?

5. (3 points) Quelles sont les valeurs propres de T ? Déterminer les espaces propres associés.

6. (4 points) Montrer que T est autoadjoint. Soit g une fonction continue sur le spectre de T .
Calculer g(T ).

Exercice 2. Un opérateur de convolution.

1. (2 points) Montrer que l’égalité

(T (x))(t) = � π

−π

sgn(t− s)x(s) ds

définit un opérateur borné sur C [−π, π] et calculer sa norme. Existe-t-il une fonction x non
nulle telle que ‖T (x)‖ = ‖T ‖ ‖x‖?

2. (1 point) Montrer que T (x) est solution de l’équation différentielle linéaire du premier ordre�
y′(t) = 2x(t)

y(−π) + y(π) = 0 .

3. (2 points) Décrire le noyau et l’image de T .

4. (2 points) T est-il compact ?

5. (4 points) Quelles sont les valeurs propres de T ? Déterminer les espaces propres associés.

6. (2 points) Quel est le rayon spectral de T ?

Exercice 3. Soit A l’algèbre de Wiener : A est l’espace de Banach des fonctions continues 2π-
périodiques sur R dont la série de Fourier converge normalement, muni de la norme définie par
‖x‖ = �k∈Z

|x̂(k)|, et muni du produit défini par (xy)(t) = x(t)y(t). Notons ek(t) = eikt pour k ∈ Z.
Alors e0 est l’unité de A.

1. (3 points) Montrer que A est une algèbre de Banach unifère commutative.

2. (2 points) Trouver un morphisme d’algèbres non nul de A dans C.

3. Soit φ : A → C un morphisme d’algèbres non nul.

a) (4 points) Question de cours. Quelle est la valeur de φ(e0) ? Démonstration. Est-ce que φ
est continu ? Démonstration.
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b) (3 points) Soit λ = φ(e1). Calculer φ(e−1) puis φ(ek) pour tout k ∈ Z. Montrer que |λ| = 1.
Il existe donc ϑ ∈ [0, 2π[ tel que λ = eiϑ.

c) (1 point) Soit x ∈ A : x est la somme de sa série de Fourier � k∈Z
x̂(k)ek. Calculer φ(x).

d) (2 points) Décrire tous les morphismes d’algèbres non nuls de A dans C.

4. (3 points) Soit x ∈ A. Décrire le spectre de x. En déduire que si x ne s’annule pas, alors x est
inversible dans A : la série de Fourier de la fonction 1/x converge normalement.

5. Soit x ∈ A et f une fonction holomorphe au voisinage du spectre de x. Nous voulons démontrer
que l’élément f(x), défini par le calcul fonctionnel holomorphe, est égal à f ◦ x.

a) (2 points) Première démonstration. Déduire ceci de l’unicité du calcul fonctionnel holo-
morphe.

b) (4 points) Deuxième démonstration. Exprimer l’élément f(x) défini par le calcul fonctionnel
holomorphe. Soit δt la forme linéaire sur A définie par δt(x) = x(t). Calculer δt(f(x)).
Conclure.
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Contrôle continu en théorie des opérateurs du 4 mai 2006.

Exercice 1. Soit x l’opérateur de multiplication défini sur l’espace vectoriel C [0, 1] par (x(v))(t) =
tv(t) pour tout v ∈ C [0, 1] et tout t ∈ [0, 1].

1. Calculez la norme de x.

2. Trouvez les valeurs propres de x.

3. Calculez le spectre de x.

Exercice 2. Soit A une algèbre munie d’une unité u. Un élément x ∈ A est idempotent si x2 = x.
Un élément y ∈ A est une symétrie si y2 = u.

1. Soit y une symétrie.

a) Déterminez les projecteurs spectraux x associés à y.

b) Quel rapport y a-t-il entre le spectre de y et le spectre de x ?

2. Proposez un espace vectoriel E et trois opérateurs distincts x1, x2 et x3 sur E qui sont idem-
potents. Déterminez les valeurs propres de ces trois opérateurs.

3. Que peut-on dire du spectre d’un élément idempotent ?

4. Que peut-on dire du spectre d’une symétrie ?

5. Soit x un élément idempotent de l’algèbre C (T) des fonctions complexes continues sur le groupe
T des nombres complexes de module 1, munie de la multiplication des fonctions.

a) Quelles valeurs la fonction x peut-elle prendre ?

b) Quels sont les idempotents de C (T) ?

6. Soit x un élément idempotent de l’algèbre `1(Z) munie de la convolution.

a) Que peut-on dire de la transformée de Fourier de x (c’est-à-dire de la somme de la série
de Fourier dont les coefficients sont les termes de x) ?

b) Quels sont les idempotents de `1(Z) ?

7. Soit x un élément idempotent de l’algèbre L1(T) munie de la convolution.

a) Que peut-on dire de la transformée de Fourier de x (c’est-à-dire de la suite des coefficients
de Fourier de x) ?

b) Quels sont les idempotents de L1(T) ?

Exercice 3. Soit E un espace de Hilbert. Soit x une isométrie non surjective de E : on a ‖x(v)‖ = ‖v‖
pour tout v ∈ E et im x 6= E.

1. Soit x∗ l’adjoint de x. Calculez x∗ ◦ x.

2. Que peut-on dire au sujet de x ◦ x∗ ?

3. Montrez qu’il existe un élément e0 ∈ E de norme 1 et orthogonal à im x.

4. Posons en = xn(e0) pour tout n > 1. Montrez que e0 est orthogonal à en pour tout n > 1.

5. Montrez que les en, n > 0, forment un système orthonormé.

6. Montrez que x∗(e0) = 0.

7. Montrez que x∗(e1) = e0.

8. Calculez x∗(en) pour tout n > 1.

9. Montrez que tout nombre λ de module strictement inférieur à 1 est valeur propre de x∗.

10. Que peut-on dire du spectre de x ?
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Exercice 4. Soit T le groupe des nombres complexes de module 1. Si v et w sont deux classes de
fonctions complexes intégrables sur T, on définit la classe v ∗ w d’une fonction intégrable sur T en
posant

v ∗ w(s) = �
T

v(t)w(t−1s) dt presque partout.

Soit L1(T) l’algèbre involutive des classes de fonctions complexes intégrables munie du produit de
convolution ∗ et de l’involution définie par

x∗(t) = x(t−1) presque partout.

L’espace vectoriel L1(T) est un espace de Banach muni de la norme définie par

‖x‖ = �
T

|x(t)| dt = � 1

0
|x(e2π is)| ds.

Soit x ∈ L1(T). Pour tout n ∈ Z, on note x̂(n) = �
T

x(t)t−n dt et en la classe de la fonction t 7→ tn.

1. Justifiez pourquoi on définit un opérateur borné y sur L1(T) en posant y(v) = x ∗ v pour tout
v ∈ L1(T). L’opérateur y est l’opérateur de convolution avec x sur L1(T). Que peut-on dire sur
la norme de y ?

2. Soit ϕ : L1(T) → B(L1(T)) l’application qui à x associe y. Montrez que ϕ est un morphisme
d’algèbres.

3. Soit v ∈ L1(T). Calculez
�

y(v).

4. Soit λ une valeur propre de y associée au vecteur propre v.

a) Montrez que λ ∈ {x̂(n) : n ∈ Z}.

b) Que peut-on dire du vecteur propre v lorsque λ = x̂(n) ?

5. Montrez que y(en) → 0.

6. L’opérateur y est-il inversible ?

7. Que peut-on dire du spectre de y ?

8. Le dual de L1(T) est identifié avec l’espace de Banach L∞(T) des classes de fonctions boréliennes
bornées.

a) Calculez l’opérateur y′ transposé de y.

b) Que peut-on dire du spectre de y′ ?
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Examen terminal en théorie des opérateurs du 26 mai 2006

Problème. Soit T le groupe des nombres complexes de module 1. Soit L2(T) l’espace de Hilbert des
classes de fonctions complexes de carré intégrable sur T, muni du produit scalaire défini par

〈v, w〉 = �
T

v(t)w(t) dt = � 1

0

v(e2π is)w(e2π is) ds.

Pour tout n ∈ Z, on note v̂(n) = �
T

v(t)t−n dt = � 1

0
v(e2π is)e−2π ins ds et en la classe de la fonction

t 7→ tn. Nous avons vu que (en)n∈Z
est une base hilbertienne de L2(T).

1. Montrez qu’on définit une isométrie x sur L2(T) en posant x(v) = e1 ·v, c’est-à-dire (x(v))(t) =
tv(t) pour tout v ∈ L2(T) et presque tout t ∈ T : x est l’opérateur de multiplication par e1.

2. Calculez x(en) pour tout n ∈ Z.

3. Calculez xn pour tout n ∈ Z.

4. Soit p ∈ C[t] un polynôme. Montrez que p(x) est l’opérateur de multiplication par la fonction
polynomiale définie sur T par t 7→ p(t).

5. Soit f une fonction holomorphe au voisinage de {z ∈ C : |z| 6 1}.

a) Pourquoi l’opérateur de multiplication par f T est-il borné sur L2(T) ?

b) Montrez que f(x) est l’opérateur de multiplication par f
T

.

c) Soit
� f (n)(0)

n!
zn le développement en série entière de f en 0.

i. Quel rapport y a-t-il entre f (n)(0) et
�

f T(n) ?

ii. Calculez 〈(f(x))(en), em〉 pour tout (n,m) ∈ Z2.

6. Calculez l’adjoint de x.

7. Est-ce que x est normal ? Est-ce que x est hermitien ? Est-ce que x est unitaire ? Que peut-on
en déduire pour le spectre de x ?

8. Montrez que si λ ∈ specx, alors il existe des éléments vn de norme 1 dans L2(T) tels que
x(vn) − λvn → 0 : λ est une valeur propre approchée et (vn) est un vecteur propre approché de
x pour λ.

9. Si v ∈ L2(T) et s ∈ T, notons vs l’élément défini par vs(t) = v(st) pour presque tout t ∈ T .

a) Montrez que ‖vs‖ = ‖v‖.

b) Montrez que (x(v))s = sx(vs).

10. Montrez que si λ est valeur spectrale de x, alors tout nombre complexe de module λ est valeur
spectrale de x.

11. Calculez le spectre de x.

12. On note H2(T) le sous-espace vectoriel de L2(T) formé des éléments v tels que v̂(n) = 0 pour
n 6 −1 : H2(T) est un espace de Hardy.

a) Montrez que H2(T) est un sous-espace fermé de L2(T). On note P la projection orthogonale
de L2(T) sur H2(T).

b) Montrez que (en)n∈N
est une base hilbertienne de H2(T).

c) Notons B : `2(N) → H2(T) l’opérateur défini par B((an)n∈N) = �n∈N
anen. Quel est

l’inverse de B ?
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13. Montrez que H2(T) est stable par x. Notons y = x H2(T) la restriction de x à H2(T).

14. Décrivez l’opérateur B−1 ◦ y ◦B (c’est-à-dire la matrice de y pour la base (en)n∈N
.)

15. Calculez l’adjoint de y.

16. Est-ce que y est normal ? Est-ce que y est hermitien ? Est-ce que y est unitaire ? Peut-on en
déduire des informations sur le spectre de y ?

17. Soit f une fonction holomorphe au voisinage de {z ∈ C : |z| 6 1}.

a) Montrez que H2(T) est stable par f(x).

b) Calculez f(y).

c) Soit � anz
n le développement en série entière de f en 0. Décrivez la matrice de f(y) pour

la base (en)n∈N
.
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Contrôle continu en théorie des opérateurs du 30 mai 2006

Problème. Soit A une algèbre de Banach complexe munie d’une unité u. Soit exp: C → C la fonction
exponentielle : elle admet comme développement en série entière en 0

ez =
∞�

n=0

zn

n!
.

Comme exp est une fonction entière, on peut définir ex pour tout x ∈ A par le calcul fonctionnel
holomorphe et on a

ex =
∞�

n=0

xn

n!
.

Le but de ce problème est de déterminer les éléments x ∈ A tels que ex = u.

1. Rappelez quels sont les nombres complexes z tels que ez = 1.

2. Soit x un idempotent de A : on a x2 = x. Calculez e2iπx.

3. Soient x et y deux éléments de A tels que xy = yx.

a) Montrez que exey = ex+y.

b) Montrez que ex est inversible.

c) Montrez qu’il existe une fonction entière f non nulle en 0 telle que ez − 1 = zf(z) pour
tout z ∈ C.

d) En déduire que ex+y − ex = exyf(y).

e) Supposons que ex = ey = u. Que vaut ex+y ?

4. Soit n > 1 et soit x un élément de A dont le spectre est la réunion de n parties compactes
disjointes K1, . . . ,Kn.

a) Montrez qu’il existe des ouverts disjoints T1, . . . , Tn tels que Tl est un voisinage de Kl pour
chaque l ∈ {1, . . . , n}.

b) Pourquoi les fonctions f1, . . . , fn définies sur T = T1 ∪ · · · ∪ Tn par

fl(z) =

�
1 si z ∈ Tl

0 sinon
pour chaque l ∈ {1, . . . , n}

sont-elles holomorphes dans T ? Calculez f1 + · · · + fn et flfm pour (l,m) ∈ {1, . . . , n}2.

c) Posons el = fl(x) pour chaque l ∈ {1, . . . , n}. Montrez que ce sont des idempotents associés
au sens que e2

l = el pour chaque l ∈ {1, . . . , n}, e1 + · · · + en = u et elem = 0 pour l 6= m.

d) Soit φ : C {1, . . . , n} → A l’application définie par φ(g) = g(1)e1 + · · · + g(n)en.

i. Montrez que φ est un morphisme d’algèbres de Banach unifères.

ii. Rappelez quel est le spectre d’un élément g ∈ C {1, . . . , n}.

iii. Soient z1, . . . , zn ∈ C. Montrez que spec z1e1 + · · · + znen = {z1, . . . , zn} et que pour
toute fonction h holomorphe au voisinage de {z1, . . . , zn} on a

h(z1e1 + · · · + znen) = h(z1)e1 + · · · + h(zn)en.

e) Supposons que pour chaque l ∈ {1, . . . , n}, Kl est le singleton {zl} et soit x̃ = z1e1 + · · · +
znen.
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i. Trouvez une fonction h holomorphe au voisinage de specx telle que x̃− x = h(x).

ii. Montrez que spec(x̃− x) = {0}.

iii. A-t-on en général x̃ = x ? Motivez votre réponse.

5. Soit x ∈ A tel que ex = u.

a) Que peut-on dire du spectre de x ?

b) Pourquoi le spectre de x est-il un ensemble fini ? Soit n son cardinal et notons z1, . . . , zn

ses éléments, et posons Kl = {zl} pour chaque l ∈ {1, . . . , n}.

c) En utilisant les notations de la question 4, soit x̃ = z1e1 +· · ·+znen. Nous voulons montrer
que x̃ = x. Soit y = x̃− x.

i. Calculez ex̃.

ii. Utilisez la question 4.e.ii pour montrer que f(y) est inversible, où f est la fonction de
la question 3.c.

iii. Déduisez-en que y = 0.

6. Caractérisez les éléments x ∈ A tels que ex = u. (Vous pourrez utiliser les questions 2, 3.e et
5.c.)

7. Voici une autre démarche pour la question 2. Soit x un idempotent de A et soit ψ : C → A
l’application définie par ψ(λ) = λx.

a) Montrez que ψ est un morphisme d’algèbres.

b) Montrez que pour toute fonction holomorphe h au voisinage de {0} ∪ specx nulle en 0 on
a h(x) = h(1)x.

c) Appliquez ce résultat avec h : z 7→ ez − 1.

8. Soit A = M2 l’algèbre des matrices 2 × 2.

a) Déterminez deux idempotents x et y de A tels que xy 6= yx.

b) Est-ce que e2iπ(x+y) = Id ?

88



Examen terminal en théorie des opérateurs du 26 juin 2006

1. Soit E un espace de Banach et y ∈ B(E). On note y′ ∈ B(E′) l’opérateur transposé de y défini
par y′(l) = l ◦ y pour tout l ∈ E′. Si S est une partie de E, on note S⊥ = {l ∈ E′ : ∀ v ∈
S l(v) = 0}. Si S est une partie de E′, on note S⊥ = {v ∈ E : ∀ l ∈ S l(v) = 0}.

a) Quel rapport y a-t-il ker y et im y′ ? Démontrez-le.

b) Quel rapport y a-t-il ker y′ et im y ? Démontrez-le.

c) Montrez que si y est surjectif, alors y′ est injectif.

d) Montrez que si y′ est injectif, alors y est d’image dense.

2. Soit A une algèbre de Banach munie d’une unité u et soit x ∈ A. Soit y l’opérateur de multi-
plication à gauche par x défini par y(v) = xv pour tout v ∈ A.

a) Montrez que y ∈ B(A) et calculez ‖y‖.

b) On note A−1 l’ensemble des éléments inversibles de A. Montrez que A−1 contient la boule
ouverte de centre u et de rayon 1.

c) Supposons que y′ est injectif. On veut montrer que y est surjectif.

i. Montrez que l’image de y contient un élément inversible.

ii. Montrez que y est surjectif.

3. Soit A = (`1(Z),+, ∗) l’algèbre de Banach unifère des séries bi-infinies complexes absolument

convergentes x = (xn)n∈Z
, munie de la norme définie par ‖x‖ =

∞�

n=−∞

|xn| et du produit de

convolution défini par

(x ∗ v)n =
∞�

i=−∞

xivn−i =
∞�

j=−∞

xn−jvj =
�

i+j=n

xivj . (g.1)

La transformée de Fourier de x ∈ A est la fonction x̂ ∈ C (T) définie par x̂(t) =
∞�

n=−∞

xnt
n. Si

x ∈ A, on note x̌ l’élément défini par x̌n = x−n. L’application

`∞(Z) → A′

l 7→
�
〈l, ·〉 : x 7→ 〈l, x〉 =

∞�

n=−∞

lnxn
�

est une isométrie surjective qui permet d’identifier le dual de A avec l’espace de Banach `∞(Z).

a) Rappelez quelle est l’unité u de A.

b) Montrez que x∗v est un élément de `∞(Z) bien défini par l’équation (g.1) lorsque x ∈ `1(Z)
et v ∈ `∞(Z).

c) Soit x ∈ A et y l’opérateur de convolution par x défini par y(v) = x ∗ v pour tout v ∈ A.

i. Montrez que y est surjectif si et seulement si x est inversible.

ii. Montrez que si x est inversible, alors y est injectif.

iii. On s’intéresse à la réciproque : on veut savoir si x est inversible lorsque y est injectif.
– Montrez que si x est inversible, alors x̂ ne s’annule pas. Que pensez-vous de la

réciproque ?

89



– Montrez que si le noyau de y contient un élément v non nul, alors x̂ s’annule sur
une partie de T d’intérieur non vide. Que pensez-vous de la réciproque ?

– Montrez par un exemple que y peut être injectif sans être surjectif.

iv. Montrez que y′ est l’opérateur de convolution par x̌ défini par y′(l) = x̌ ∗ l pour tout
l ∈ `∞(Z).

d) Soit x ∈ A et T l’opérateur de convolution par x défini par T (l) = x∗l pour tout l ∈ `∞(Z).

i. Montrez que T est l’opérateur transposé d’un opérateur y ∈ B(A) que l’on détermi-
nera.

ii. Montrez que T est surjectif si et seulement si x est inversible.

iii. Montrez que si x est inversible, alors T est injectif.

iv. Montrez que si T est injectif, alors x est inversible.

v. On a donc montré sans utiliser la théorie de Gelfand que si x n’est pas inversible,
alors il existe l ∈ `∞(Z) telle que x ∗ l = 0. Comment le théorème de Wiener-Lévy
permet-il de démontrer directement que si x n’est pas inversible, alors il existe une
suite l bi-infinie de nombres complexes de module 1 telle que x ∗ l = 0 ?
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