Ensembles uniformément répartis et ensembles A(p)

Stefan Neuwirth

1 Introduction

Cet exposé traite de deux classes de sous-ensembles F C Z : la premiere provient de la théorie
des nombres et indique que E est suffisamment grand et irrégulier ; la deuxieme provient de ’analyse
de Fourier classique et indique que E est lacunaire. Plagons-nous dans le cadre suivant :

mT = {t € C: [t| = 1} est le cercle unité muni de sa mesure de Haar m et Z son groupe dual
des entiers. On notera, pour n € Z, e, (t) = t™ les caractéres de T. Le cardinal de A C Z est noté |A|.
On note ¢(T) Pespace des suites sur T qui tendent vers 0 hors d’ensembles finis. En particulier, ces
suites ont un support dénombrable.

® Pour un espace X de fonctions intégrables sur T et £/ C Z, X est espace des fonctions de X
aspectredans E: Xp={f€X: f(n)=[e_,fdn=0sin¢ E}.

® Nous utiliserons la notation de Hardy : w, < vy, (resp. u, < v,) 8’il existe (resp. si pour tout)
C >0 on a |u,| < Clu,| au voisinage de +oc.

Définition 1 Soit A C Z.
(i) (Voir [20, §7].) A est un ensemble uniformément réparti si, lorsqu’on l'ordonne en une suite
A = (Mp)r>1 de valeur absolue |A;| croissante,

fn(t):%ieAk(t) . { lsit=1
k=1

n—o0 0 stnon.

Si fn tend ponctuellement vers une fonction qui définit un élément de co(T), alors A C 7Z est dit
uniformément réparti au sens large.

(ii) (Voir [19, définition 1.5].) Soit p > 0. A est un ensemble A(p) si, pour un — ou de maniére
équivalente si, pour tout — 0 <r < p, LX(T) et L'\ (T) coincident :

3¢, Ve LM  Ifllr < fllp < Cellfllr
En particulier, A est un ensemble A(p) pour tout p si les espaces LY (T) coincident pour p < co.

A titre d’exemple, Z et N sont uniformément répartis, les suites arithmétiques, 'ensemble des carrés

([20, th. 9]) et 'ensemble des nombres premiers (Vinogradov) sont uniformément répartis au sens

large. Mais il existe des suites de pas borné qui ne sont pas uniformément répartis au sens large ([7,

th. 11]). La suite géométrique {3*}, ainsi que plus généralement {3*1 + --- + 3%} pour j > 1 sont

A(p) pour tout p ([16, th. IV.3]) mais ne sont pas uniformément répartis au sens large ([7, th. 14]).
Toutefois ces deux classes se rencontrent, comme le note Li :

Théoréme 2 ([13]) Il existe un ensemble uniformément réparti et a la fois A(p) pour tout p.

La preuve de ce théoréme passe par la construction aléatoire suivante, découverte par Erdds [5, 6] et
introduite en analyse harmonique par Katznelson et Malliavin [11, 12].

Construction 3 Soit A C 7 et considérons des sélecteurs &y d’espérance §x (A € A), c.-a-d. des
variables aléatoires indépendantes d valeurs dans {0,1} telles que P[{x = 1] = dx. Alors l’ensemble
aléatoire A’ est défini par

N={reA: & =1}



Le premier ingrédient de cette preuve est le théoréme suivant de Bourgain.

Théoréme 4 ([3, Prop. 8.2(i)]) Soit A =N dans la construction 3. Si 0y décroit avec X alors que
dx > A7, alors A’ est uniformément réparti presque sirement.

Le deuxiéme ingrédient est un résultat annoncé sans preuve par Katznelson.

Assertion 5 ([10, §2]) Posons I, = |ng_1,ng] avec n > ni_; (k > 1). Soit A = N dans la
construction 3. Il existe un choiz de ({x) avec £y >> logny, tel qu’en posant 6y = Uy /|Ix| pour X € I,
A est A(p) pour tout p presque sirement.

Li [13] propose d’appliquer la technique de l'assertion 5 avec ny = 2% et £, = k : alors 5y > A7! et
le théoréme 2 dérive du théoréme 4.

Dans la suite de I'exposé, je généraliserai les résultats de Katznelson et Li par une démonstration
nouvelle qui permet de construire A’ dans des ensembles A & croissance polynomiale (voir définition
8) et d’obtenir un critére optimal sur (£;). Puis je montrerai une généralisation du théoréme 4 qui
donne

Théoréme 6 Soit A uniformément réparti (resp. au sens large) et d croissance polynomiale. Alors
il existe un sous-ensemble A’ C A uniformément réparti (resp. au sens large) et d la fois A(p) pour
tout p.

Nous pouvons & présent répondre & une question de Li :

Corollaire 7 Soit S I’ensemble des carrés et P celui des nombres premiers. Pour chacun de ces deux
ensembles, il existe un sous-ensemble A’ uniformément réparti au sens large et d la fois A(p) pour
tout p. En particulier (cf. [15, lemme 4]), A’ n’est pas un ensemble de Rosenthal : €5/ (T) # L3 (T)
alors que tous les espaces LK, (T) coincident pour p < co.

2 Suites a croissance polynomiale

Définition 8 Soit A = (M\g)k>1 C Z ordonné par valeur absolue croissante et ¢(n) = |[EN[—n,n|| sa
fonction de répartition.

(i) A est dit a croissance polynomiale s’il existe 1 < d < oo tel que A < k. Cela revient a imposer
que ¢(n) = n® pour e = d~ L.

(ii) A est dit a croissance polynomiale réguliére s’il existe ¢ > 1 tel que |Arexy| < 2[Ak| pour k
grand. Cela revient & imposer que ¢(2n) > cd(n) pour n grand.

En particulier, les suites polynomiales et, par le théoreme de Hadamard et de la Vallée Poussin, la
suite des nombres premiers, sont a croissance polynomiale réguliere.

Démonstration. (i) Si |A\x| < Ck? pour k grand et que Ck? < n < C(k + 1)%, alors ¢(n) > k >
(n/C)s — 1. Si ¢(n) > cn® pour n grand et que c(n — 1)° < k < enf, alors [\g| < n < (k/c)? + 1.

(i) Si [Arery] < 2|Ak| pour k grand et que k est maximal tel que |Ax| < n, alors ¢(2n) >
d(2|Ag|) > ck = cp(n). Si ¢p(2n) > cp(n) pour n grand, alors ¢p(|\x|) € {k,k + 1} et ¢(2|A|) > ck.
Donc |>\[CH| < 2|)\k| |

(1) implique (i) ; la réciproque est fausse comme le montre E = | J]22™, 22" +1], qui vérifie ¢(n) 3=
n'/* tandis que ¢(2n) = ¢(n) infiniment souvent. Donc ici, croissance polynomiale réguliere de A
veut dire que cette suite est répartie régulierement vis-a-vis de la partition annulaire dyadique de Z

2 = {[-no,no), I = [~n, —np—1] U]nk_l,nk]}k21 engendrée par ny = 2F (1)

et EZ montre qu’il existe des suites a croissance polynomiale qui ne sont pas réparties régulierement
vis-a-vis de la partition engendrée par ny = 22" . Par contre, la partition encore plus grossiére

P = {[fno,no],fk = [—ng, —Nk—1] U]nk,l,nk]}kzl ou logng > logng_1 (2)

k
. ’ . 7’ . ’ 2
a une croissance suffisante pour forcer cette régularité; on pourra considérer n; = 22" . On a



Proposition 9 Soit A C Z, {I} une partition de Z et A, = ANTj. Alors log|Ag| = log|Ii| dans les
deuz cas suivants :

(i) si A est a croissance polynomiale réguliére et {I} est la partition (1), ou

(ii) si A est a croissance polynomiale et {1} est la partition (2).

Démonstration. (i) 1l existe donc K et ¢ > 1 tels que ¢(2%) > egp(2F71) et ¢(2%) > ¢/c* pour k > K
et une constante ¢’ > 0. Alors

Akl = 6(2°) = ¢(2"71) = (1 — 7 )e(2") = /(1 — )" = 2F o,
(1) Donc nf§ > ni_1 quel que soit € > 0. Or il existe ¢ et € > 0 tels que pour k grand

|Ar| = d(ng) — d(nr—1) > enf, — (2np—1 + 1) 3= ny, = |[I[. |

3 Ensembles A(p) pour tout p

Les ensembles A(p) se décrivent naturellement en terme d’inconditionnalité. Nous utiliserons aussi
une propriété combinatoire plus élémentaire que [19, 4.5(b)] : & cette fin, notons Z7* ’ensemble de
relations arithmétiques

20 ={CeZ™: i+ +(n=0cet |G|+ + || < 25}

Notons que Z! et Z™ pour m > 2s sont vides, et que tout ¢ € Z?2 est de la forme (; - (1, —1) : c’est la
relation d’identité.

Définition 10 Soit 1 <p<oo,s>1et ACZ.
(i) (Voir [9].) A est une suite basique inconditionnelle dans LP(T) s’ existe C < oo telle que

Zia,\e,\ Za)\e)\

neA AEA

sup <C
+ p

p

Si on peut prendre C =1, A est une suite basique 1-inconditionnelle dans LP(T).
(ii) A est s-indépendant si y_ (Gipi # 0 pour tous 3 <m < 2s, ( € Z™ et p1,...,pm € A distincts.

On a alors (cf. [18, prop. 2.5])

Proposition 11 Soit 1 < p < oo, s > 1 entier et A C Z.

(i) A est un ensemble A(max(p,2)) si et seulement si A est une suite basique inconditionnelle
dans LP(T).

(ii) A est une suite basique 1-inconditionnelle dans L?*(T) si et seulement si A est s-indépendant.

Introduisons une deuxiéme notion d’inconditionnalité classique corollaire de la théorie de Littlewood—
Paley :

Définition 12 ([8]) Soit & = {Ii} une partition de Z en intervalles finis. Alors & est une partition
de Littlewood—Paley si pour tout 1 < p < oo il existe C), tel que

f sur I
0 ailleurs.

Vf € LP(T) sipHZ:I:kaPSCPHpr avecﬁc{ (3)

Par I'inégalité de Khintchine, ceci veut encore dire que
,\ /2
vrerrm i~ || (X1P) 7 -
En particulier, la partition dyadique (1) et la partition grossiére (2) sont des partitions de Littlewood—

Paley [14].
On a donc, par la proposition (11) et par (3)



Proposition 13 Soit {I;} une partition de Littlewood—Paley et Ay, C Ir. Si Ay est s-indépendant
pour chaque k, alors A = |JAy est une suite basique inconditionnelle dans L**(T) et forme par
conséquent un ensemble A(2s).

Généralisons a présent ’assertion 5.

Lemme 14 Soit s > 2 entier, A C Z fini et 0 < £ < [A|. Soit 65 = £/|A| dans la construction 3, de
sorte que les variables aléatoires indépendantes &\ sont équidistribuées. Alors il existe une constante
C(s) qui ne dépend que de s telle que

2s
P[A" est s-dépendant] < C(s)fT|

Démonstration. 11 faut calculer la probabilité qu'il existe 3 < m < 2s, ¢ € Z7 et p1,...,pm € A
distincts tels que Y ;p; = 0. Comme le nombre C/(s) de relations arithmétiques ¢ € Z7 (3 < m < 2s)
est fini et ne dépend que de s, il suffit de calculer, pour m et ¢ € Z7"* fixés,

P [3121, ...y pm € N distincts : Z Cipi = 0}

m—1

= P|3p1,...,pm_1 € N distincts : —(;,;* Z Gpi € N\ {p1,... ,pm_l}]

i=1

m—1
= P U [_@711 ZQPiEA'\{pl,---,pm_l}}
P1s--es Pm—1 i=1

LeA’ distincts

m—1
= Pl U [m=-G' S met\py ety = =g, = 1]
LN iimats =t

L’union ci-dessus porte sur
|
(A —m + 1)!

(m—1)-uplets. De plus, ’événement entre petits crochets implique que m variables aléatoires données
parmi (£x)xea valent 1, et a donc une probabilité majorée par (¢/|A])™. Donc

m 2s
P[A’ est s-dépendant] < C(s) max |A]™? ¢ < C’(s)fT|

3<m<2s |A|m -
On fait alors la construction aléatoire suivante :

Construction 15 Soit A C Z. Soit {I;;} une partition de Littlewood—Paley et Ay, = AN Iy. Soit
(Ur)r>1 avec 0 < Ly < |Ag| et posons

P[&x = 1] = 8y = £i/|Ak| pour A € Ay
dans la construction 3. On pose alors

A%ZA/ﬂIk:{)\GAk: f,\:1}.

Théoréme 16 Soit A C Z a croissance polynomiale (resp. réguliere) et {I} la partition de Little-
wood—Paley grossiére (2) (resp. dyadique (1)). Soit la construction 15. Les assertions suivantes sont
équivalentes.

(i) log £, < log|Iy|, c.-a-d. logly, < logny, (resp. logly < k) ;

(ii) A’ est un ensemble A(p) pour tout p presque sirement.



Démonstration. Notons que par la proposition 9, il existe a > 0 tel que |Ag| > |Ix|* pour k grand.
(i) = (i1) Par la proposition 14,

oo

0 625
P [A}, est s-dépendant] < C(s) k.
; § ,; Ak

Pour tout n > 0, ¢ < |Ix|" pour k suffisamment grand. Choisissons n < «/2s. Mais alors le terme
général de la série ci-dessus vérifie

2s
ko <L pour k grand.
||

Comme |I| = 2%, cette série converge : par le lemme de Borel-Cantelli, A}, est presque sirement
s-indépendant pour k suffisamment grand. Par conséquent, pour chaque entier s, A’ est presque
stirement union d’un ensemble fini et d’un ensemble A(2s) par la proposition 13. Par [19, 4.4(a)], A’
est lui-méme un ensemble A(2s).

(#1) = (i) Si A’ est un ensemble A(2s), alors, par [19, théoréme 3.5] ou plus simplement par [4,
(1.12)], il existe Cy tel que |AL] < Cs|Tx|*/*. Or lim |A’k|/¢; = 1 presque siirement par la loi des grands
nombres (cf. le lemme 17 suivant) et donc nécessairement log £), < log || [

Remarque De la méme maniére, il apparait que la bonne formulation de I’assertion 5 de Katznel-
son est la suivante. Soit A = N et Iy, = Jng_1,ng] avec ng > ¢ng—1 pour un ¢ > 1 dans la construction
15. Alors A’ est un ensemble A(p) pour tout p si et seulement si log ¢ < log ng.

4 Ensembles uniformément répartis

Nous cherchons a présent & adapter la démonstration du théoréme 4 dans [3]. En passant par deux
lemmes, nous obtiendrons ’énoncé plus général du théoréme 19.

Lemme 17 Soient X1,...,X,, des variables aléatoires indépendantes complexes telles que
[Xil<1 et EX;=0 et E[Xi[*+- +E|Xa]* <o (4)
Alors, pour tout a > 0,
B[IX1 4+ + Xa| > a] < dexp(—a/4(c +a). (5)

Démonstration. 1l s’agit de la variation de Bennett sur I'inégalité probabiliste de Bernstein [2]. Consi-
dérons d’abord le cas d’une variable aléatoire réelle. Par [1, (8b)],

P[X1+ -+ X, >a] <expla— (0 +a)log(l+a/o)),
et comme log(1 —u) < —u —u?/2 pour 0 < u < 1,
P[X1+ -+ X, > a] < exp(—a®/2(0 + a))
On en déduit (5) puisque chaque z € C vérifie

|2l >a = min(Rz, Rz, Sz, —32) > a/V2. [

Lemme 18 Soit la construction 3. Notons A = () Uarrangement de A par valeur absolue croissante
et o =0x, + -+ 0x,. Siop >log|\,|, alors presque sdrement

—0. (6)

n—oo

1 1 &
= -—=Ys
o0 = | mrpe . L 4 2 e

goee n o



Démonstration. On a 37 x 0y, yyex = 2pg&en, et JA N {A, . A} = 250, &, Centrons

les &\ en posant f=>"7_ (€x, — dx.)€en,. Donc

+llon " flle

oo

P(n) < H(|A'ﬁ{>\1,...,)\n}|_1agl)ZleAk
k=1

-1
— n

5/\1+...+5/\n

-1
En o+,

Yo+ 0 I flloo < 2071 f oo
k=1

Soit R = {t € T: t**I =1} et u € T tel que |f(u)| = || f|loo- Soit ¢ € R & distance minimale de u :
alors |t — u| < w/4|\,|. Par le théoréme de Bernstein,

4
[flloo = [FON < [ () = FOL < [t = ul[ [/ oo < 211 flloo

-5
[flloo < 5sup|f(t)
teR

(Pour une majoration optimale, voir [17, §1.4, lemme 8].) Comme |R| = 4|A,| et que, pour chaque
t € R, les variables aléatoires Xy = (£x, —0x, )ex, (t) vérifient (4), ona P [|f(t)| > a] < 4exp(—a?/40,,)
et

B[l > 5a] < P [sug IOE } < 4] - dexp(—a /o).
te

Posons a,, = (240, log |\,|)*/2. Alors a,, < o, : soit N tel que a, < &, pour n > N. Donc
>N P[|flle 2 5an] < 16|A| 7
et par le lemme de Borel-Cantelli,
5 [ fllse < an/on ——0. ]

Remarque Notons que I’hypothése du lemme 18 contient implicitement une restriction sur la
lacunarité de A. Si o, > log|\,|, alors nécessairement log |\,| < n et ¢(n) > logn. En particulier,
A ne peut pas étre un ensemble de Sidon par [19, (3.6.2)].

Théoréme 19 Soit A = () uniformément réparti (resp. au sens large), ordonné par valeur absolue
croissante. Soit la construction 3. Posons op, = 0x, +--- 4+ dx,,. On suppose que dy, décroit avec k.

(i) Si o, > log| A, alors A est uniformément réparti (resp. au sens large) presque sirement.
C’est le cas notamment lorsque

.s |)\n| - |)\n—1|
11 5 > — 5
( ) )\n |An71|

(iii) A est a croissance polynomiale et 5y, > n~t.

Démonstration. (i) Le lemme 18 montre qu’on a presque stirement (6). Il suffit donc de montrer que

n

1 1
hmo—nkz&\ke,\k:hmg;e,\k,

=1
c.-a-d. que la méthode de sommation de matrice (a, k) donnée par

{ Oxn./on sik<n
an k = 0

sinon

est réguliere et plus forte que la méthode C; par moyenne arithmétique. En effet, a, x> 0, >, anr =
1 et (cf. [21, § 52, théoreme 1))

Vn Zkz|an7k — G kt1| = Zk(amk —apkt1) =1 < o0.
k k

puisque (ay ) décroit avec k pour chaque n.
(i4) Dans ce cas, 0y, > log|A,| —log|An—1] et donc o, > log | Ay,
(9i) Dans ce cas, o, > logn = log|A,|. [
Les théoremes 16 et 19 donnent donc :



Corollaire 20 Soit A uniformément réparti (resp. au sens large) et la construction 15. On suppose
que Ly /|Ag| décroit avec k. Alors N est presque stirement un ensemble uniformément réparti (resp.
au sens large) et a la fois A(p) pour tout p dans les deuzx cas suivants :

(i) si A est a croissance polynomiale régquliére et Iy, est la décomposition de Littlewood—Paley
dyadique (1) et 1 < logly < k;

(ii) si A est d croissance polynomiale et Ij, est la décomposition de Littlewood—Paley grossiére
(2) et b, > logngy1 alors que logly < logng. On pourra prendre par exemple ny = 222k et 0, =
min(22k+2 S [AR])-

Démonstration. Dans les deux cas considérés log £y < log|Iy|. Vérifions que les hypotheses du théo-
réme 19 sont vérifiées. Si A, € A C I, alors |A,| < ny et

k-1
UnEZ Z5A:€1+~~+€k71

j=1XeA;

et dans les deux cas, £ > logni — logng_1. [ |
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