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Abstract

There are several classical characterisations of the valuative dimension of a com-
mutative ring. Constructive versions of this dimension have been given and proven
to be equivalent to the classical notion within classical mathematics, and they can
be used for the usual examples of commutative rings. To the contrary of the classical
versions, the constructive versions have a clear computational content. This paper
investigates the computational relationship between three possible constructive def-
initions of the valuative dimension of a commutative ring. In doing so, it proves
these constructive versions to be equivalent within constructive mathematics.
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1 Introduction

This article is written in Bishop’s style of constructive mathematics (Bishop 1967, Bishop
and Bridges 1985, Bridges and Richman 1987, Lombardi and Quitté 2021, Mines, Rich-
man, and Ruitenburg 1988, Yengui 2015).

The vocabulary and notation of dynamical algebraic structures will be used when
necessary: see Coste, Lombardi, and Roy 2001, Coquand and Lombardi 2006, Lombardi
2006, 2020.

In this paper, we compare the different constructive versions of the valuative dimen-
sion found in Coquand 2009, Kemper and Yengui 2020, Lombardi and Quitté 2015, 2021,
as well as a constructive version which extends that of Coquand 2009 to the case of a
not necessarily integral ring.

The reader who does not know about constructive mathematics in Bishop’s style may
look up Chapters 1 and 2 of Bishop 1967, its reviews Stolzenberg 1970, Myhill 1972, and
the paper Coquand and Lombardi 2006.

When a classical definition or a classical theorem uses abstract notions without com-
putational content, constructive mathematicians try to find what they call a constructive
version of this definition or theorem. This version has to be equivalent within classical
mathematics to the classical one. Moreover, it is necessary that basic classical examples
can be dealt with for the constructive version. E.g., the constructive version of a local
ring is simply a ring in which, each time the sum of finitely many elements is invertible,
one of these elements is invertible.
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Definition and characterisations of the valuative dimension in clas-
sical mathematics

In classical mathematics, the valuative dimension of an integral ring R is the maximal
length n of a chain of valuation rings Vo € --- € V,, = K in the field of fractions
K = FracR which contain R.

The valuative dimension of an arbitrary ring is defined as the upper bound of the
valuative dimension of its integral quotients (Cahen 1990).

In classical mathematics, the following equivalences are well known (Kdim(R) denotes
the Krull dimension of the ring R, i.e. the maximal length of a chain of prime ideals in R).

Let us recall that a discrete field is of Krull dimension 0; the dimension of the trivial
ring, which has no integral quotient, is by convention equal to —1.

Theorem 1.1. Let R be a nontrivial commutative integral ring with K = Frac(R). The
following properties are equivalent.

1. R is of valuative dimension < n.

2. For any integer k and all z4,...,x; € K, Kdim(R|[zy,...,zx]) < n.
3. For any integer k, Kdim(R[X1,..., X]) < n+ k.

4. Kdim(R[X1, ..., X,]) < 2n.

Moreover, without supposing R to be integral, but supposing it to be nontrivial, Items 1,
3, and 4 are still equivalent.

The paper Kemper and Yengui 2020, which follows Kemper and Viet Trung 2014,
proposes a new further characterisation of the valuative dimension of a commutative ring,
inspired by the constructive characterisation of Krull dimension given in Lombardi 2006.
The characterisation in Kemper and Yengui 2020 is fully constructive.

We are thus in possession of at least three possible constructive approaches to the
valuative dimension of a commutative ring defined within classical mathematics: the one
corresponding to Item 1 above, the one corresponding to Items 3 and 4, and the one
proposed by Kemper and Yengui.

We propose in Section 2 to recall the precise constructive definitions concerning these
three approaches.

We denote by Vdim(R) a constructive definition corresponding to the characterisation
given in Item 1 of Theorem 1.1.

We denote by vdim(R) a constructive definition corresponding to the characterisation
given in Item 3 of Theorem 1.1.

We denote by dimv(R) the constructive definition given by Kemper and Yengui.

These constructive definitions have already been shown to be equivalent to the clas-
sical definition within classical mathematics, at least in the case of an integral domain.

In Section 3 we prove constructively the equivalence of these three definitions in all
generality:.
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Basic constructive terminology

A subset P of a set E is said to be detachable when the property x € P is decidable
for x € E. In other words, the following rule is satisfied:

e FxePorax¢P

In order to describe this situation, it is therefore necessary to introduce both the mem-
bership predicate and the opposite predicate.

We say that a ring is integral (or that it is an integral domain) when any element is
zero or regular, and that a ring is a discrete field when any element is zero or invertible.
This does not exclude the trivial ring.

A ring is said to be without zerodivisor when the rule

e zy=0Fax=00ry=0

is satisfied. An integral ring has no zerodivisor. The converse, valid within classical
mathematics, is not guaranteed constructively.!

Some local versions of the notions of integral ring and ring without zerodivisor are
discernible even within classical mathematics.

A ring R is said to be locally without zerodivisor (or a pf-ring: “principal ideals are
flat”) when the following rule is satisfied:

e ab=0F 3s,;t (sa=0,tb=0,s+t =1)

Then in R[1/s] the element a is zero, and in R[1/¢] the element b is zero.?

A ring R is said to be a pp-ring (“principal ideals are projective”) if the annihila-
tor Anng(a) of any element a is generated by a (necessarily unique) idempotent, denoted
by 1—e,. We have R ~ R[1/e,] x R/{e,). In the ring R[1/¢e,], the element a is regular;
in R/{e,), a is zero.®> A pp-ring is locally without zerodivisor, but the converse does
not hold. Note that we have ey, = eqep, €qa = a, and e¢g = 0. Pp-rings have a purely
equational definition. Suppose indeed that a commutative ring is endowed with a unary
law a + a° which satisfies the following three axioms:

aa =a, (ab)’ =ab°, 0°=0. (1)
Then, for all « € R, Anng(a) = (1 — a°) and a° is idempotent, so that R is a pp-ring.

Lemma 1.2 (pp-ring splitting lemma). Consider n elements x4, ...,x, in a pp-ring R.
There exists a fundamental system of orthogonal idempotents (e;) of cardinal 2" such
that in each of the components R[1/e;|, each x; is zero or regular.

In constructive mathematics, “or” has its intuitive meaning, i.e. one of the two properties is explicitly
valid. From the fact that the ring is without zerodivisor, with an explicit “or”, there is no constructive
proof that any element is zero or regular, with an explicit “or”.

2In classical mathematics, elements of a ring can be seen as “functions” defined on the Zariski spec-
trum. Here we have two basic open sets D(s) and D(¢) which cover the Zariski spectrum; on the first
one a = 0, on the second one b = 0.

3In classical mathematics, we have a partition of the Zariski spectrum into two basic open sets
D(1 —e,) and D(e,); on the first one a = 0, on the second one a is regular.
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The fact that a pp-ring can be systematically split into two components leads to the
following general method. The essential difference with the previous splitting lemma is
that we do not know a priori the finite family of elements that will cause the splitting.

Elementary local-global machinery No. 1. Most algorithms that work with non-
trivial integral rings can be modified to work with pp-rings by splitting the ring into
two components whenever the algorithm written for integral rings uses the test “is this
element zero or regular?”. In the first component the element in question is zero, in the
second one it is regular.

We say that an ideal is prime if it produces a quotient ring without zerodivisor. This
does not exclude the ideal (1). These conventions (adopted in Lombardi and Quitté 2015)
do not use negation and avoid some constructively offensive case-by-case reasonings.

Valuation rings

A valuation ring V is a subring of a discrete field K satisfying the axiom
e zy=1FzeVoryeV (z;ycK)

We then say that V is a valuation ring of the discrete field K and that (K, V) is a
valued field.

A valuation ring is the same as a local Bézout domain, or as an integral ring whose
divisibility group is totally ordered.

In a valued field (K, V), we say that = divides y and we write z |y if there exists
a z € V such that zz = y. We denote by I'(V) (or by I' if the context is clear) the
group K*/V* (noted additively), with the order relation < induced by the relation | on
K*. Welet I'y, = 'U{oo} (where oo is introduced as a maximal element). Under these
conditions, the natural application v: K — I is called the valuation of the valued field.
We have

v(zy) = v(x) +v(y), and v(x +y) = min(v(zx),v(y)) with equality if v(z) # v(y).

We also have V.= {z € K;v(z) 2 0}and V* = {z € K ; v(z) =0}.

Dimension of a distributive lattice

In this paragraph, we explain the constructive definition for the dimension of a distribu-
tive lattice. A distributive lattice T can be seen as the set of compact open subsets of
a spectral space, which is called the dual space of T. The definition of this dimension
agrees within classical mathematics with the dimension of the dual spectral space, which
is also the maximal length of chains of prime ideals in T: see Theorem 1.5.

An ideal b of a distributive lattice (T, A, Vv, 0, 1) is a subset that satisfies the conditions

0€b
r,ye€b = xVyeEb (2)
reb, zeT = xAze€b.

Let us denote by T/(b = 0) the quotient lattice obtained by forcing the elements of b
to be zero. We can also define the ideals as the kernels of morphisms.
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A principal ideal is an ideal generated by a single element a: it is denoted by Ja and
we have la = {x € T ; z < a}. This ideal, endowed with the laws A and V from T, is
a distributive lattice in which the maximal element is a. The canonical injection la — T
is not a morphism of distributive lattices because the image of a is not equal to 1. On the
other hand, the application T — |a, x + x Aa is a surjective morphism which endows
Ja with the quotient structure of T/(a = 1).

The notion of filter is the opposite notion (i.e. obtained by reversing the order relation)
to that of ideal.

The following rule, called cut, is particularly important for distributive lattices:

(xANa <b)A(a<zVb) = (a<D). (3)
If A € Pg(T) (the set of finitely enumerated subsets of T'), we let

VA=V 2 and NA = N,ca2.

We denote by A Fr B the relation defined as follows on the set Pg(T):

ArrB & AA < /B

This relation satisfies the following axioms, in which we write x for {z} and A, B
for AU B:

N (R)
if A - B then A, A - B,B (M)
if (A,x + B)and (A F B,z) then A + B. (T)

The relation is said to be reflexive, monotone, and transitive. The third axiom (transi-
tivity) can be seen as a generalisation of Rule (3) and is also called cut.

Definition 1.3. For an arbitrary set .S, a relation on Pg(S) that is reflexive, monotone,
and transitive is called an entailment relation.

The following theorem is fundamental. It states that the three axioms of entailment
relations are exactly what is needed for the distributive-lattice interpretation to work.

Theorem 1.4 (fundamental theorem of entailment relations, Lorenzen 1951, Cederquist
and Coquand 2000).  Let S be a set with an entailment relation b on Pg(S). Consider
the distributive lattice T defined by generators and relations as follows: the generators
are the elements of S and the relations are

A bFr B
each time A F B. Then, for all A, B in P(S), we have

In classical mathematics, a prime ideal p of a distributive lattice T # 1 is an ideal
whose complement v is a filter (which is then a prime filter). We then have T/(p = 0,
v =1) ~ 2. It is the same to give a prime ideal of T or a morphism of distributive
lattices T — 2.
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Theorem 1.5 (dimension of a distributive lattice, see Coquand and Lombardi 2003,
Lombardi 2002, 2020, Lombardi and Quitté 2015, chapter XIII). In classical mathematics,
the following properties are equivalent for a nontrivial distributive lattice and for n > 0.

1. The lattice is of dimension < n, i.e. by definition the length of any chain of prime
ideals is < n.

2. For any x € T, the quotient lattice T/(x = 0,1, = 0) is of dimension < n — 1,
where I, = {y ; x Ay = 0}

3. For any sequence (x, ..., x,) in T there exists a sequence (yo, . .., Yy,) that is com-
plementary in the following sense:

L F oyn, 2
Yn, Tn - Yn—1,Tn—1

yi,T1 F Yo, To
Yo, Lo l_ 0

For example, for n = 2, the inequalities in (4) correspond to the following diagram
in T.

Important definition and remark. Items 2 and 3 are equivalent in constructive math-
ematics and are used for defining the dimension of T, denoted by Kdim(T) and called
Krull dimension of the distributive lattice.

Note however that from a constructive point of view, only the assertion “Kdim(T) < n
has been clearly defined. In order to settle “Kdim(T) = n” it would be necessary to
prove furthermore —(Kdim(T) < n + 1). Fortunately, most classical theorems have an
assumption of the form Kdim(T) < n. u

7

We also have the following constructive result which simplifies the use of Item 3.

Lemma 1.6. Let S be a subset of a distributive lattice T which generates T as a
distributive lattice. In constructive mathematics, for n > 0, the following properties are
equivalent.

1. For any sequence (xg,...,x,) in T there exists a complementary sequence (Yo,
. Yn) in T.

4A lattice is said to be of dimension —1 if it is trivial, i.e. reduced to a point; this initialises the
induction in Item 2. It is easy to check that a lattice is zero-dimensional, i.e. of dimension < 0, if, and
only if, it is a Boolean algebra.
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2. For any sequence (x,...,x,) in S there exists a complementary sequence (yo,
.y Yn) in T.

In the two final paragraphs of this section, we explain how spectra of distributive
lattices give rise to spectral spaces in abstract algebra. The duality between distributive
lattices and spectral spaces has been established by Stone (1937). Hochster (1969) intro-
duces the terminology of spectral spaces and has popularised their use, but neither cites
Stone 1937 nor indicates the link between spectral spaces and distributive lattices.

Krull dimension of a commutative ring

We now recall the main idea of the constructive approach of Joyal (1971, 1975) to the
spectrum of a commutative ring.

If a is an ideal of R, we denote by Dgr(a) (or D(a) if the context is clear) the nilradical
of the ideal 2A:

Dr(a) = ¥a = {z€R;3ImeN z™ea}. (5)
When a = (xy,...,z,), we denote Dg(a) by Dr(z1,...,z,). If the context is clear, we

also write x for Dgr(x).

By definition, the Zariski lattice of R, denoted by Zar(R), is the set of Dg(z1, ..., x,)’s
with the order relation of inclusion. The greatest lower bound and least upper bound
are given by

DR(al) N DR(ag) = DR(Cll(IQ) and DR<C11) V DR(GQ) = DR(a1 + ag).

The Zariski lattice of R is a distributive lattice and Dg(x1,...,2,) = 21V -V z,. The
elements 7 form a system of generators (stable under A) of Zar(R).
If M is the multiplicative monoid in R generated by U = {uy,...,u,} and a =

(ay,...,a,) is a finitely generated ideal, we have the equivalences
N G <zaw V @ = [J] weVa <= Mna#i (6
€{1,...,m} je{1,...,n} ue{l,...,m}

This describes completely the distributive lattice Zar(R). In fact, the first formula
in (6) defines an entailment relation on R which gives another description of Zar(R).

We also get the following characterisation (see Cederquist and Coquand 2000, Co-
quand and Lombardi 2003).

Proposition 1.7 (Joyal’s definition of the spectrum of a commutative ring).
The lattice Zar(R) is (up to unique isomorphism) the lattice generated by the symbols
Dr(a) for a € R subject to the following relations:

Dr(0r) = 0, Dr(lr) = 1, Dr(z +y) < Dr(z) V Dr(y), Dr(zy) = Dr(z) A Dr(y).

The construction R +— Zar(R) yields a functor from the category of commutative
rings to the category of distributive lattices. Via this functor the projection R —
R/Dgr(0r) gives an isomorphism Zar(R) — Zar(R/Dgr(0r)). We have Zar(R) = 1 if
and only if 1g = Or.

In classical mathematics there is an easy proof that the dimension of the distributive
lattice Zar(R) is the usual Krull dimension of the ring R.

The Zariski lattice of a ring is the paradigmatic example of a distributive lattice
generated by a dynamical algebraic structure. We explain the general method in the
following paragraph.
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Dynamical algebraic structures

References: Coste, Lombardi, and Roy 2001, Lombardi 1998, 2006, 2020, Bezem and Co-
quand 2005, Coquand 2005. The (finitary) dynamical algebraic structures are explicitly
named in Lombardi 1998, 2006. In Coste, Lombardi, and Roy 2001 they are implicit, but
described in the form of their presentations. They are also implicit in Lombardi 2002,
and, last but not least, in Della Dora, Dicrescenzo, and Duval 1985 (D5), which has been
an essential inspiration: one can compute safely in the algebraic closure of a discrete field
even when it is not possible to construct this algebraic closure. It is therefore appropriate
to consider the algebraic closure as a dynamical algebraic structure a la D5 rather than
as a usual algebraic structure: lazy evaluation a la D5 provides a constructive semantics
for the algebraic closure of a discrete field.

A more detailed study can be found in Lombardi 2024 (in progress); see also Lombardi
and Mahboubi 2023.

A (finitary) dynamical theory T = (L, .A) is a purely computational version, without
logic, of a coherent theory. The language L is given by a signature; the axioms (elements
of A) are dynamical rules.

A dynamical algebraic structure D for a dynamical theory T is given by generators
and relations: D = ((G, R), T). If (G, R) is the positive diagram of a usual algebraic
structure R, we denote this by D = 7(R).

Let us consider a dynamical algebraic structure D = ((G, R), T ) for a dynamical
theory T = (£, A). Let S be a set of closed atomic formulas of D. We define the
entailment relation - on S associated with D as follows for A; and B; € S:

Al,...,An l_Bl,...,Bm Al,...,An l_DBl or ... or Bm (7)

We denote by Zar(D, S) the distributive lattice generated by this entailment relation.
Intuitively, this lattice is the lattice of truth values of the formulas of S in the dynamical
algebraic structure D.

The (complete) Zariski lattice of a dynamical algebraic structure D is defined by
taking for S the set Clat(D) of all closed atomic formulas of D. It is denoted by Zar(D, T),
or by Zar(D), or by a particular name corresponding to the theory 7.

The dual spectral space is called the Zariski spectrum of the dynamical algebraic
structure D, or it can also be given a special name.

Finally, the Krull dimension of D is by definition equal to Kdim(Zar(D)). The defini-
tion of Vdim(R) in the second constructive approach to valuative dimension (page E12)
is given according to this scheme.

def

2 Three constructive definitions of the valuative di-
mension

Minimal pp-closure of a reduced ring

We recall here some essential results given in Lombardi and Quitté 2015. If the context
is clear, we denote by a* the annihilator of the element a in R. We also use the notation
at for the annihilator of an ideal a.

Lemma 2.1. Let R be a reduced ring and a € R. We define
Ry © R/a* xR/(ab)*
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and we denote by 1,: R — Ry, the canonical homomorphism.
1. v,(a)* is generated by the idempotent (0, T), therefore 1,(a)* = (1,0)*.
2. 1), is injective (we hence identify R with a subring of Ry,).
3. Let b be an ideal in Ryyy; then the ideal ¢, '(b+) = b= NR is an annihilator in R.
4. The ring Ry, is reduced.

Lemma 2.2. Let R be reduced and a,b € R. Then, with the notation of Lemma 2.1,
the two rings (Rys )y and (R )} are canonically isomorphic.

Note. The case where ab = 0 is typical: when we meet it, we should like to split the
ring into components where things are “clear”. The previous construction then gives the
three components

R/(ab")*", R/(a™b)", R/(a"b")".
In the first one, a is regular and b = 0; in the second one, b is regular and a = 0; in the
third one, a = b = 0. [

Lemma 2.3. If R C C with C a pp-ring, the smallest pp-subring of C containing R is
equal to R[(e,)ecr|, where e, is the idempotent of C such that Annc(a) = (1 — eq) .
More generally, if R C B with B reduced and if any element a of R has an annihilator
in B generated by an idempotent 1 — e,, then R[(e,)qer] is a pp-subring of B.

Let us denote by R,eq = R/%/(0) the reduced ring generated by R.

Theorem and definition 2.4 (minimal pp-closure).
Let R be a reduced ring. We can define a ring R, as a filtered colimit by iterating the
basic construction of replacing E (the ring “in progress”, which contains R) by

E o E/a" x E/(a")" = E/Anng(a) x E/Anng(Anng(a))

when a runs through R.
1. This ring Ry, is a pp-ring, it contains R and it is integral over R.
2. For any * € Ry, 2~ N R is an annihilating ideal in R.

This ring Ry, is called the minimal pp-closure of R.

When R is not necessarily reduced, one takes R, def (Ried)min-

We denote by P, the set of finite subsets of {1,...,n}. Here is a description of each
ring obtained at a finite level of the R, construction.

Lemma 2.5. Let R be a reduced ring and (a) = (aq,...,a,) a sequence of n elements
of R. For I € P,, we denote by a; the ideal

ar = (Hiel <ai>L1_L,¢Iaj)L = ({a; ;1 € n* nglaj)L.

Then R,;, contains the following ring: the product

Ry = Hlem R/a;

of 2" quotient rings of R (some possibly zero).



First constructive approach to the valuative dimension: vdim El1l

We denote by B(R) the Boolean algebra of idempotents of the ring R.

Lemma 2.6.
1. Let R be a pp-ring.

(a) Rmin = R
(b) R[X] is a pp-ring, and B(R) = B(R[X]).

2. For any ring R we have a canonical isomorphism
Rmin[Xh . 7Xn] ~ (R[Xl, Ce 7Xn])min-

Our suggestion is that the proper generalisation of the notion of the field of fractions
of a ring R is not the ring Frac R but the reduced zero-dimensional ring Frac Ry,.

First constructive approach to the valuative dimension: vdim

In the book Lombardi and Quitté 2015, the authors use the notation Vdim(R) instead
of vdim(R). In this article, we prefer to reserve this notation for the notion defined by
Coquand. So we use vdim for the definition given in the book.

The following definition is constructive because we have a constructive definition of
Krull dimension. The subsequent Theorem 2.8 is furthermore proved constructively. So,
for the case of an integral domain, it provides a constructive proof for the equivalence of
Items 2, 3 and 4 in the classical Theorem 1.1.

Definition 2.7 (according to Lombardi and Quitté 2015).

1. If R is a pp-ring, the valuative dimension is defined as follows. If n € N and
K = FracR, we say that the valuative dimension of R is less than or equal
to n and we write vdimR < n if for any sequence (z1,...,z,) in K we have
KdimR[zq,...,2,] < n. By convention vdimR = —1 if R is trivial.

2. In the general case we define “vdimR < n” by “vdim Ry, < 1”0

For n = 0,—1, we have vdimR = n <= KdimR = n.

We note that, as with the Krull dimension, we have not really defined vdimR as an
element of N U {oc}: only the property “vdimR < n” is well defined, constructively, for
any integer n > —1.

Theorem 2.8 (Lombardi and Quitté 2015, Theorem XIII-8.19). The following equiva-
lences are valid.

1. If n > 1 and k > —1, then
vdmR < k < vdimR[Xy,...,X,] < n+k. (8)
If R is nontrivial and vdim R < oo, this means intuitively that we have an equality

vdimR[X}, ..., X,] = n+vdimR.

5Consider in this footnote Vdim R as defined in Cahen 1990 and recalled in the introduction. Lombardi
and Quitté (2015) show that within classical mathematics vdimR < d <= VdimR < d. Hence this
proves that Vdim R = Vdim R ,;,, within classical mathematics. This is a way to reduce the general case
to the integral case without using prime ideals.
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2. If n > 0, then

vdmR < n < KdimR[Xy,..., X,] < 2n. (9)

3. In the case where R is a pp-ring, we also have the equivalence (for n > 0)

vdmR < n <= KdimR|zy,...,2,] < n forall z,,...,z, € FracR.

Item 2 is correct within classical mathematics for the valuative dimension Vdim as
defined in Cahen 1990.

Second approach: valuative lattice and valuative spectrum, Vdim

First of all let us recall that concerning the dimension of a distributive lattice or of the
dual spectral space, there are three constructively equivalent approaches. The historically
first one is the one defined by Joyal (1975), taken up in Coquand and Persson 2001 and
Coquand 2009. The second one comes from the notion of potential chain of prime ideals of
a commutative ring introduced by Lombardi (2006). The third one is based on the notion
of “boundary” ideal (or “boundary” filter) and gives rise to a definition by induction. The
equivalence of these notions is essentially proven in Coquand and Lombardi 2003 and
treated in great detail in Coquand and Lombardi 2018.

In the case of a subring R of a discrete field K, Coquand (2009) defines the valua-
tive lattice Val(K, R) as the distributive lattice which translates the valid rules for the
predicate Vr (introduced below) in the dynamical theory 7a/(K, R) of valuation rings of
the field K with subring R.® Finally Val(R) is an abbreviated notation for the lattice
Val(Frac R, R).

The dynamical algebraic structure 7a/(K, R) can be described as the dynamical the-
ory built on the signature

(' = O,VY(-);O, 1a e, e Xy (a)aeK)

in which the elements of K are constants of the theory.”
First there are the axioms of nontrivial discrete fields over the language of commuta-
tive rings.

e F0=0 e r =0 Fzxzy=20

e 1 =0,y=0 F2x+y=0 e Fxz=0or yzxy =1

e 1=0F L1

Then we add the diagram of K:

e FOk =0 e Fa+b=c (ffat+b=x ¢
o Flx =1 e Fab=c (ifab=x ¢

Finally there are the axioms describing the properties of the predicate Vr(x) which
means that = belongs to the potential valuation ring of the field K.

6Without however using as such the language of dynamical theories.
"For the bare dynamical theory, we delete everything concerning R and K.
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e FVr(a) (ifa €R) o Vi(z), Vi(y) F Vi(zy)
o Vr(z), Vr(y) F Vr(z+vy) e zy =1 F Vr(z) or Vr(y)

The lattice Val(K,R) is then the distributive lattice generated by the entailment
relation Fy, k r on K* defined by the equivalence
T1, 5Ty FValKR Y15 Ym

e (10)
N Vr(z1), ...y VE(@n) Foprxr) Vo(y1) or ... or Vr(yp).

Finally we denote Val(Frac R, R) by Val(R).

In this framework, the valuative dimension of R, which we shall denote by Vdim R,
is defined as Kdim(Val(R)).

Coquand (2009, Theorem 8) gives a Valuativstellensatz in the form of the following
equivalence (for y; and z; € K*):

Vr(z1), ...y Vi(@n) Foprgery Vr(yn) or ... or Vr(yn,)
— 1¢ <yf1,...,y;l1>R[:L'1,...,xn,yfl,...,y;zl].

Chasing the denominators gives the following equivalent formulation:

gt ybm = Qe Ty YL, - Ym) WIith @ € R[Xy, .., X, Y, Y (11)
a polynomial whose monomials have a degree

in (Y1,...,Y,,) strictly less than (py,...,pm).

What happens if we accept that some x;’s or y;’s are possibly zero? Since the rule
F Vr(0) is valid, the rule

o Vr(zy), ..., Vr(z,) F Vr(y;) or ... or Vr(y,)

is always satisfied if one of the y;’s is zero; and if one of the z;’s is zero, it is equivalent
to the same rule where we have deleted the corresponding Vr(z;) to the left of k. The
same facts can be observed for the Valuativstellensatz expressed in the form (11): if one
of the y;’s is zero, we take () = 0; if one of the z,’s is zero, then it plays no part in (11).
Thus the Valuativstellensatz in the form (11) is always valid, which avoids reasoning case
by case.

The lattice ValR can thus be characterised as the distributive lattice generated by
the entailment relation v, r on K defined by the equivalence

def
1oy Tp FvalR Yty Um <= Ip1,...,pm = 03Q € RIX)Y] o' - ybm = (12)
Q(z1,- -y Tn, Y1, - - -, Ym), the monomials of @

of degree in Y strictly less than (py, ..., pm)-

To make the calculations to come more readable, we introduce the predicate
/ def
V'(z) <= 3Ju(uxr =1, Vr(u)).

In other words, we add a predicate V'(x) to the signature with the two axioms
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e ur =1, Vr(u) F V'(2) e V'(z) F Ju (ux =1, Vr(u))

The new theory is a conservative extension of the former one. Moreover we have the
following valid rules which allow to compute Vr from V’:

e I Vr(0) o ur =1, V'(u) F Vr(x)

e Vr(z) Fxz =0 or Ju (ux =1, V'(u))

We can read V'(z) as Vr(1/z), where Vr(1/0) F L (collapse of the theory). The
predicate V'(z) means that the element = of K is not a residually zero element of V. In

particular, this predicate satisfies the following axioms in the dynamical theory consid-
ered:

e FVia) (ifa e RY) e V(0) F1

e Vi(iz+y) F V(x) or V'(y) e zy=1 F V'(z) or V'(y)

o V'(x), Vi(y) F V'(zy)

The Valuativstellensatz becomes, this time without restriction on z; and y; € K,

Vy)y ooy Vi(ym) F V'(21) or ... or V'(z,)
= 1€ (x,...,2)Rlwy,.. ozt unt,

where the right-hand side must be rewritten in the following form to avoid 0~!:

Hp:l?"'?pm 3P17--~7Pn e R[K’X] yll)l"'yﬁzm :x1P1<£’g>+.'.+ann(£,g>7
where the multiexponents of Y in the P;’s are all < (p1,...,pm). (13)

If one of the y;’s is zero, the equality is automatically satisfied by taking the P;’s identi-
cally zero.

This predicate V' is the predicate denoted by Nrn in the article Lombardi 2000 which
gives a very general Valuativstellensatz.

Remark 2.9. A lattice Val' R associated to the predicate V' can be introduced. We can
then show that Val' R is isomorphic to the lattice opposite to ValR. This is because
x — o1 is a bijection of K* onto itself. In this article, we only use the fact that the
characterisations (11) and (13) are equivalent. n

We shall introduce the valuative lattice of an arbitrary ring in our very last subsection
on page FE21.

Third approach: graded monomial order, dimv

We denote by <jex the monomial order on Z" corresponding to the lexicographic order.

A rational monomial graded order <;; on Z" or, equivalently, on the monomials of
RI[X;, ..., X{, is defined by means of a matrix M € Mat, (N) invertible in Mat,, (Q)
with the coefficients of the first row all > 0, as follows:

€1 fl
(reeven) <ar (Fryeoonfu) < M| 5 | <iee |
en In
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When the coefficients of the first row of M are equal to 1, the monomial order <j; is
an order subordinate to total degree. The monomial graded lexicographic order <giex is
the one defined by the matrix

11 1
10 0 0
01 0 0
(00 ... 1 0]

Lombardi (2006) characterises constructively the Krull dimension of an arbitrary
ring R by the equivalence between Kdim R < n and the fact that for all zg,...,z, € R
we have a polynomial P € R[Xj,...,X,]| which vanishes at (z,...,z,) and whose
trailing coefficient for the lexicographic order is equal to 1. For example, KdimR < 1 if
and only if, for all 2,27 € R we can find an equality 0 = 2’ (2 (1 + c121) + coxo): here
the ¢;’s are elements of R or just as well elements of R[zg, z1].

Kemper and Viet Trung (2014) show, within classical mathematics, that for a noethe-
rian ring one can characterise the Krull dimension in the same way using an arbitrary
monomial order.

Kemper and Yengui (2020) show, within classical mathematics, that for an arbitrary
ring one can characterise the valuative dimension in the same way, provided one uses a
graded rational monomial order instead of the lexicographic order.

In other words, we can paraphrase them by the following definition.

Definition 2.10. We say that dimv R < n if, considering a graded rational monomial or-
der <j, we have for all xg,...,z, € R apolynomial P € R[Xj, ..., X,] which vanishes
at (xg,...,2,) and whose trailing coefficient for the order <, is equal to 1.

The result in Kemper and Yengui 2020 is then the following.
Theorem 2.11.
1. This definition of dimvR < n does not depend on the matrix M considered.

2. It is equivalent within classical mathematics to the fact that the valuative dimension
of R is < n.

By convention dimvR = —1 means that the ring is trivial.
In fact, the proof of Theorem 2.11 in Kemper and Yengui 2020 is clearly constructive
for the case of an integral ring R: for all n > 0 we have constructively the equivalence

vdimR < n (Definition 2.7.1) <= dimvR < n (Definition 2.10). (14)
3 Constructive equivalence of the three constructive
definitions

vdim = dimv

Let us state a first lemma which extends (14) to the pp-case.
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Lemma 3.1. For a pp-ring R we have the equivalence

vdimR < d < dmvR < d. (15)
Proof. We take the constructive proof of (14) given in the integral case and use the
elementary local-global machinery No. 1. O]

To extend the constructive equivalence (14) from the case of an integral ring to the
case of an arbitrary ring, given that in the general case we have defined vdimR < d as
meaning vdimR,;, < d, and given Lemma 3.1, we need only prove constructively the
equivalence

dmvR < d <= dimvR,, < d. (16)

In particular, this implies constructively the analogue of Equivalence (9) for dimv.
Equivalence (16) reduces to the following two lemmas.

Lemma 3.2. We always have

dimvR < d <= dimvR,4 < d. (17)
Proof. The proof is left to the reader. O
Lemma 3.3. Let R be a reduced ring and a € R. Then we have

dmvR < d <= dimvRy,; < d. (18)
Proof. The implication = is quite simple. On the one hand, the implication

dmvR < d = dimv(R/a) < d
is clear for any quotient R/a. And on the other hand we see that

dimvB < d and dimvC < d = dimv(B x C) < d.

Let us consider the converse implication. Consider zy,...,ry € R. We have first of all
a polynomial P (X, ..., X,;) € R[X] with trailing coefficient equal to ¢; = 1 + y; and
such that Py(zo,...,2q) = 21 with 41,21 € a*. We have moreover a polynomial P,(X)
with trailing coefficient ¢, = 1+ 3, and such that Py(z) = 2o, with g, 20 € (at)t. We
then have
Y1Ye = Y122 = 21Y2 = 2122 = 0.

If we multiply P, and P, by suitable monomials, we can assume that their trailing
monomials coincide. Then Qo = P,—y, Py has trailing coefficient (14y2)—y2(1 +131) = 1
and satisfies Q2(z) = zp. Similarly Q1 = P, — y; P has trailing coefficient (1 + ;) —
y1(1 4+ y2) = 1 and satisfies Q1(z) = 2;. So the polynomial QQ1Q) suits. O

vdim = Vdim in the integral case

Lemma 3.4. For an integral ring R, and for an integer n > —1, the following applies:
VdmR < n — vdimR < n.
Proof. The article Coquand 2009 shows on the one hand that

VdmR < n =— KdmR < n
and on the other hand that

VdmR < n = VdimR[X] < n+ 1L

Therefore VAmR < n = KdimR[X,..., X,] < 2n. In Lombardi and Quitté 2015
it is shown that KdimR[X,..., X,] < 2n = vdimR < n. O
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Proof of the converse inequality

We shall prove vdim < n = Vdim < n by constructing complementary sequences,
relying on Lemma 1.6. In order to understand the proof, we shall treat first the cases n =
2,3,4. When n = 2, the complementary sequence consists of elements of the form V’'(y).
In casesn = 3 and n = 4 we find new ideas in order construct a complementary sequence
in the distributive lattice generated by these elements.

vdim < 2 = Vdim < 2]
Suppose that we have zg, x1, xo nonzero in the field of fractions K of R. We are looking
for yo, y1,y2 € K (we know that ys is zero) such that:

V'(zo) vV V'(yo) = 1, (19)
V(o) AV (o) < V(1) V V' (1), (20)
V(1) AV (1) < V'(22) VV'(y2) = V'(22) (since yo = 0), (21)
V'(z2) A V'(y2) = 0 (this is guaranteed by yo = 0).

(19) amounts to saying that 1 = (g, yo) in R[zo, yol.

(20) amounts to saying that 1 = (x1, 1) in Rzt yo b, 21, w1

(21) amounts to saying that 1 = (x5) in R[zy', v, xa).

We use the fact that Kdim(R[zo, 21, 22]) < 2. We have a polynomial P € R[Xy, X1, Xy]
with trailing coefficient 1 (for the lexicographic monomial order with Xy > X; > Xj)
which vanishes at (zg,z1,72). Let X3X7"X§ be the trailing monomial of P. Dividing

P(z0, 71, 22) by zha’zf, we obtain an equality

1+ l’of()(fﬂ()) + xlfl(xlam(:)tl) + x2f2<x2axi‘:lvx(:)tl) - 07

where fo € R[Xo], fi € R[Xy, X7 and fo € R[Xy, X', X5 (the 20 fo(zo) comes
from monomials of P other than M whose degree in X5 is equal to n and whose degree
in X is equal to m, 1 fi (1, xa—Ll) comes from the other monomials of P whose degree in
X, is equal to n, while zo fo(xo, xfl, :17(?1) comes from monomials of P whose degree in
Xy is > n). For some rg,r; € N, we have:

o))

1+ 2o fo(xo) + a3 (2191 (21, 25") + o ga(x2,21,20")) = 0,
1

where g; € R[X}, X '] and go € R[Xy, X1, X;']. We see that yg = —————* and

x

Yy = $r21 suit (note that xo = 7'y € Rz, 1] € Rlzgt,yp ', 71, v1])-
1

Let us consider an example of collapse:

Torirs + 205 ws + 3wiwy + vaxiyy + 3xh + 2745 + xpaiay = 0.
Dividing by xoziz3, we obtain an equality
3x To (3 2
1+ 2} +x0(x1(—21 —i—x%) + —3(—2 + —21 +x2x:{’>> = 0.
Lo Ty Ny Xy

1+ 222

Zo

x
We see that yg = and y; = —; suit.
7
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vdim < 3 = Vdim < 3|

Let xg, z1, 22, x3 be nonzero in the field of fractions K of R. We look for ug, i1, us, u3 in
the distributive lattice generated by the V’(x) which form a complementary sequence of
xg, 1, T2, T3 (see the inequalities in (4)). In other words:
1= V’(:L'o) V ug, V/(xo) Ny < V’(ml) Vug,..., V’(Iz) AUy < V’(:L‘g) V us, V/(I‘g) Aug = 0.
We propose to find the u; in the form

up = V'(yo),u1 = V'(y1) AV (), up = V'(32), u3 = 0

with yo,v1,y2 € K such that

V(o) V V(1) = 1, (22)
V'(20) AV'(yo) < V'(z1) Vg = (V'(21) V V(1)) A (V'(21) V V'(20)) or also
V'(x0) AV'(yo) < V(1) V V'(y1) and (23)
V(o) AV (y0) < V(1) V V'(x0), (24)
V'(x1) Auy < V(22) V V (y2), (25)
V'(z2) ANV (y2) < V'(23) Vug = V'(x3), (26)

V'(z3) Aug = 0 (this is guaranteed by uz = 0).

(22) amounts to saying that 1 € (xg, o) in R[xo,yo]

(23) amounts to saying that 1 € (z1,) in Rlzg", yo ', 21, 1.

(24) is always satisfied since V'(x¢) A V'(yo) < V’ (:L‘o) < V/(z1) V V'(z0).
(25) amounts to saying that 1 € (z3,99) in R[:E1 ,yl Vgt o, ).

(26) amounts to saying that 1 € (x3) in R[zy ", y5 !, 23],

We use the fact that Kdim(R[zg, 21, 22, z3]) < 3.

We have a polynomial P € R[Xj, X1, Xo, X;3] with trailing coefficient 1 (for the lexico-
graphic monomial order with X3 > X, > X; > Xj) which vanishes at (x¢, z1, 22, x3).
Let X2 X" X7 X{ be the trailing monomial of P. Dividing P(zg, 21, 22, x3) by z§abalxl,
we obtain an equality

1+ 20 fo(wo) + 21 fi (21, 25Y) + T fo(we, 27, 25Y) + 3 fa(w3, 25", 2, 25t = 0,

where fo € R[Xo], /1 € R[X1, X5'], fo € R[X,, Xi7', X5'] and f5 € R[X3, X5, X,
X

e xofo(xg) comes from monomials of P other than M whose degree in X3 is equal to
m, the degree in X5 is equal to n and the degree in X; is equal to p;

o 1 f1(z,2F") comes from the other monomials of P whose degree in X3 is equal to
m and whose degree in X5 is equal to n;

o 1y fo(my, 21, 23") comes from the other monomials of P whose degree in X3 is equal
to m;

o z3f3(xs, 25, 27!, ") comes from the monomials of P whose degree in X3 is > m.
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For some ry,r; € N, we have

A — r _ _ x _ _
L+ zofo(wo) + 2 (z191 (21, 2 ") + 2! (55292(952,5511,3601)"‘37_3293(963,962,%1179501))) =0,
2
(27)
where g1 € R[X1, X', 2 € R[Xo, X7, XY, and g3 € R[X3, Xo, X771, X5
1 1
Let yg = %0(%)7 Y = Yo +x1i1r(1x1’x0 )7 Uy = l’r32.
1

2
Condition (22): 1 = z"yo — zofo(xo) € (w0, o) in R[zg, yo] (even if ry = 0).
Cond1t1on (23): yo = yat — xigi(wy, 25 0); if yo # 0 we divide by yo and we obtain

<l’1, y1> in R[xlv Y1, xala y(]_l]
Condltlon (26): yoxn? = z3 (and we divide by yoxs? if yo # 0).
Condition (25): Equality (27) may be rewritten as follows:

-1 ,.—1 T2 -1 -1y _
1'292(9627371 ) )+Z/293(3/2$C2 y L2, Ty 5 Ty ) = —U-

If y; # 0 we divide by y;.
Moreover, we may also conclude if yo = 0 or y; = 0 (see the comment after Equal-

ity (13)).
lvdim <4 = Vdim < 4]

Let xg, x1,x9, 3, x4 be nonzero in the field of fractions K of R. We look for ug, uy, uo,
ug, iy in the distributive lattice generated by the V'(x) which form a complementary
sequence of xg, z1, e, T3, T4 (see the inequalities in (4)). In other words:

1= V/([B[))\/uo,V/(l’o)/\U.o < V/(.CCl)\/Ul,. . .,V’($3)/\u3 < V’(x4)\/u4,V'(x4)/\u4 = 0.
We propose to find the u; in the form
Uy = V'(yo),u1 = V’(yl) /\V/(:Eo),ug = V/(yg) A V/(x1) A V/(wo),U3 = V'(yg),u4 =0

with v, y1,v2,ys € K such that

V(o) VV'(yo) = 1, (28)
V'(z0) ANV (yo) < V(1) V uy, or also
V(o) AV (yo) < V'(z1) V V' (11), (29)
V'(z1) Auy < V'(22) V ug, or also
V' (21) ANV (y1) ANV (z0) < V'(22) VV'(y2) and (30)
V(@) Aug < V'(23) V V' (y3), (31)
V'i(z3) ANV (y3) < V'(xg) Vuy = V'(2yg), (32)
V'(24) ANuy = 0 (this is guaranteed by uy = 0).

T, Yo) in R[xo,yo]

z1, 1) in Rlyg a7, 21, ).

T2 > in R[y 131 7x017x27y2]
I37y3> n R[y2 7$2 711 17$017x37y3]

o~ o~~~

We use the fact that Kdim R[zg, x1, 22, 23, 24] < 4. We have a polynomial P € R[Xj,
Xy, X, X3, X4| with trailing coefficient 1 (for the lexicographic monomial order with
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Xy > X3 > Xy > Xy > Xj) which vanishes at (zg, 1, x2, 23, 24).
Let X{X7XXPX{ be the trailing monomial of P. Dividing P(zg, 21, 2,3, 24) by

L m pn P .4 ; ;
T8 x5 T T, We obtain an equality

1+ 2o fo(zo) + x1 fr(wr, 25 ") + T fo(ma, 27", 25") + @3 f3 (w3, 23" a7, 2p )

+1 41 41 41
+$4f4($47$3 y Ly X1 5 Ty ): 0,

where fO S R[XO]J fl € R‘[XDX(:)tl]J f2 € R[X%Xil:lan:l]a f3 € R[X37X;:17Xit17
X, and fy € R[Xy, X3 X5 X XY

e 10 fo(zp) comes from monomials of P other than M whose degree in X is equal
to £, the degree in X3 is equal to m, the degree in X5 is equal to n and the degree
in X; is equal to p,

o z1fi(21,2F") comes from the other monomials of P whose degree in X, is equal
to £, the degree in X3 is equal to m, the degree in X5 is equal to n,

o T5fo(xs, xfﬂ, :153:1) comes from the other monomials of P whose degree in X} is equal

to ¢ and the degree in X3 is equal to m,

o 3 f3(ws, 25t 27t 2F!) comes from the monomials of P whose degree in X is equal

to /£,

o zyfy(zy, 25t 25t o, #5!) comes from the monomials of P whose degree in X is

> /.

For some rg,71,79,73 € N, we have

1+ 20 fo(wo) + 2¢° (37191(1'17 x5 ') + ! (55292(3727 xy ' wgt)

r — — — T — — —
+ 51322 (I3g3($37$21,$1 17I0 1) + .Z'Tt g4($47x3,l’2 17.T1 17x0 1)))) - 07 (33)
3

where g1 € R[Xl,X ] ga € R[XQ,X X ] g3 € R[Xg,XQ_I,Xl_l,XO_I], and gs €
R[X,, X3, X5 X5 XY

1+ z0fo(xo Yo + z1g1 (w1, 75" Y1 + Taga(we, 27, g x
Lety——r(),ylz r(ll 0),3/2:1 22(321 °>,y3= -
xy b Ty x

Condition (28): 1 = 20°yo — xofo(zo) € (o,y0) in Rz, yo] (even if 7o = 0).
Cond1t1on (29): yo = yiat — xig1(z1, 251); if yo # 0 we divide by yo and we obtain
<JI1, 1> in [xlaylumalvy(]_l]'
Condltlon (30): y1 = yng - ZEQQQ(I’Q, r7, Ty D) if 41 # 0 we divide by %, and we obtain
) in
(

<x2ay2 in [yl axl 71:0 >$27?J2]
Condltlon 31): Equality (33) reads

-1 -1 -1 T3 -1 -1 -1\ __
x393($3ax2 y L1 5 Ty )+Z/594(?/3$3 y L3, Ly T, Ty )_ —Y2

If yo # 0 we divide by ¥, and get that 1 € (x3,y3) in Rlyy ' 2y, o7t 2t o3, 3]
Condition (32): ysxy® = x4 (and we divide by ysz5® if y3 # 0).

lvdim < n = Vdim < n]
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Let xg,...,x, be nonzero in the field of fractions K of R. We look for ug,uy,...,u, in
the distributive lattice generated by the V'(z) which form a complementary sequence of
Zg,X1,...,Ty. In other words:

1= V/<370)\/u0, V/<1'0)/\u0 < V/<371)\/u1, RN V’(:cn_l)/\un_l < V’(xn)\/un, V/(a:n)/\un = 0.

We use the fact that Kdim R[zo, ..., z,] < n. We have a polynomial P € R[Xj, ..., X,]
with trailing coefficient 1 (for the lexicographic monomial order with X, > X, ; >
--+ > Xo) which vanishes at (zo, ..., z,). Let X2 --- X{° be the trailing monomial of P.
By dividing P(xq,...,x,) by 22 -- -z’ we obtain an equality

1+ zofolzo) + x1 f1(x1, :v(jfl) + ..z folTn, mqﬂl, . ,xaﬂ) =0,

where fo € R[Xo], fi € R[X1, XF'],..., fu € R[X,,, X210 X

n—1»

For some rg,...,r, € N, we have

1+ xfo(wo) + 2 (33191(3517 zo )+ <$n729n72($n72> zle . xg )

_ _ Ty, _ _
+ x:Ln:; (xnflgnfl<xn71> xn£27 - Ty 1) + F gn(xnv Tp—1, xni27 R 1) o ))) B 07
n—1
where g1 € R[X1, X5, ..., gn1 € R[Xo1, X Y, 0, X5—1], g0 € R[Xy, Xp1, X0,
X0
1 -1
Let 4y = %—33();720(1'0)7 y = % +£E191T(1!L"17350 )’ L R
Ty Ty
Yn-3 + xn729n72<xn727 x;i?,a s 7$61) L,
Tn—2 ) yn*l = Tn—1"°
'ran l’n,1

It is then sufficient to take uy = V'(yo), u1 = V'(y1) A V'(20), ug = V'(y2) A V'(21) A
V/<.CL’0>, oy, Uy o = V’(yn,Q) A V/(Infg) VANRRIIVAY V/(xo), U,_1 = V/(ynfl), and u, = 0.

vdim = Vdim in the general case

We note that when R is a pp-ring, the ring Frac(R) is a reduced zero-dimensional ring.
Moreover a discrete field is a reduced zero-dimensional ring in which any idempotent is
equal to 0 or 1.

We then start with the following remark which follows from the elementary local-
global machinery No. 1.

Lemma 3.5. Let R be a pp-ring. Let us define Val(R) := Val(Frac(R),R) and
Vdim(R) := Kdim(Val(R)) as in (10) by replacing K by Frac(R). Then we obtain the
equality vdim(R) = Vdim(R) as in the integral case.

In the remainder of this paragraph, we do not give proofs: we refer to the general
study Lombardi and Mahboubi 2023.

We define a dynamical theory wal as follows. We consider the signature
(|5 4% —-,0,1).

The axioms are as follows.
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Col, 0|1 F L (collapse) Av2 alb,alc Falb+c
avl 1] -1 AV1 F a|b or bla
av2 a|b F aclbe AV2 az|bx F albor 0|z

Avl al|bblc Falc
The equality x = 0 is defined as an abbreviation for z | 0.

Definition 3.6.

1. If R is a commutative ring, the dynamical algebraic structure »a/(R) is obtained
by taking as presentation the positive diagram of the ring R.

2. If k C R are two rings,® or more generally if ¢: k — R is an algebra, we denote
by val(R, k) the dynamical algebraic structure whose presentation is given by

e the positive diagram of R as a commutative ring;

e the axioms F 1|¢(x) for the elements x of k.

The two dynamical algebraic structures »al(R) and val(R, Z), where Z is the smallest
subring of R, are canonically isomorphic.

Definition 3.7. Let k be a subring of a ring R. We define the distributive lattice
val(R, k) through the entailment relation Fg k va; on the set R x R given by the following
equivalence.

(al, bl)a BRI (aru bn) }_R,k,val (Cla d1)7 EIR) (Cma dm)

def (34)
= a|bi, . an by Foyppyy cildior LoooF ¢ | di.

The following result can be proved.

Lemma 3.8. Let R be an integral ring with field of fractions K. We have natural mor-
phisms Val(K,R) — val(K,R) and val(R,R) — val(K,R). These are isomorphisms.

The following definition is therefore reasonable. We shall see that it coincides with
the one given in Lemma 3.5 in the case of pp-rings.

Definition 3.9. Let R be an arbitrary commutative ring. We define Vdim(R) < n by
Kdim(val(R,R)) < n.

This dimension coincides with the one already defined when R is integral. But it is
not in general equal to the dimension of the lattice val(Frac(R), R).

From our point of view, this means that Frac(Ru,) is a much better substitute than
Frac(R) for the field of fractions when R is not an integral ring. In fact R, coincides
with Frac(R) only for pp-rings.

Finally, we can prove the following theorem.

8We use k as notation for the small ring in order to invoke the intuition provided by the frequent
situation where k is a discrete field.
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Theorem 3.10. The distributive lattices
val(R,R) and val(Rin, Ruin) =~ val(Frac(Ruin), Rmin)
have the same Krull dimension.

With Lemma 3.5 and Definitions 3.6 and 3.9 this completes the work.

Note. We could have defined Vdim(R) = Vdim(Ry,,) directly without using the theory
val, but this would have been an ad hoc definition, because Vdim(R)) has no direct natural
definition for an arbitrary ring if we use only the theory %al.
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Dimension valuative, points de vue constructifs
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Résumé

Il existe plusieurs caractérisations de la dimension valuative d’un anneau com-
mutatif. Des versions constructives de cette dimension ont été proposées, et démon-
trées équivalentes & la notion classique dans le cadre des mathématiques classiques.
Contrairement aux version classiques, les versions constructives ont un contenu
calculatoire clair et elles peuvent étre utilisées dans les cas usuels d’anneaux com-
mutatifs. Cet article étudie les relations en termes de calculs explicites entre trois
définitions constructives qui ont été proposées. De cette maniére ces trois versions
sont prouvées équivalentes directement en mathématiques constructives.

Keywords : Mathématiques constructives, dimension valuative d’'un anneau commuta-
tif, algorithmes, programme de Hilbert pour I’algébre abstraite.
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1 Introduction

Cet article est écrit dans le style des mathématiques constructives a la Bishop (Bishop
(1967), Bishop et Bridges (1985), Bridges et Richman (1987), Lombardi et Quitté (2021),
Mines et al. (1988), Yengui (2015)).

On utilisera quand c’est nécessaire le vocabulaire et les notations des structures algé-
briques dynamiques. Voir Coste et al. (2001), Coquand et Lombardi (2006), Lombardi
(2006, 2020).

Nous comparons dans cet article les différentes versions constructives de la dimension
valuative que 'on trouve dans Coquand (2009), Kemper et Yengui (2020), Lombardi et
Quitté (2015, 2021), ainsi qu’une version constructive qui étend celle de (Coquand 2009,
Coquand) au cas d’'un anneau non nécessairement intégre.

Le lecteur qui ne connait pas les mathématiques constructives dans le style de Bishop
peut consulter les chapitres 1 et 2 de Bishop 1967, 'article Coquand et Lombardi 2006
et les recensions Myhill 1972 and Stolzenberg 1970.

Quand une définition ou un théoréme classiques utilisent des notions abstraites sans
contenu calculatoire, nous essayons en mathématiques constructives de trouver ce que
nous appelons une version constructive de cette définition ou de ce théoréme. Cette
version doit étre équivalente en mathématiques classiques a la version classique. De plus
il est nécessaire que les exemples de base usuels puissent étre traités avec la version
constructive. Par exemple la version constructive d’un anneau local est simplement un
anneau dans lequel, lorsqu’une somme finie d’éléments est inversible, I'un des termes de
la somme doit étre inversible.
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Définition et propriétés caractéristiques de la dimension valuative
en mathématiques classiques

En mathématiques classiques, la dimension valuative d’un anneau intégre R est la lon-
gueur maximum n d’une chaine d’anneaux de valuation Vo € --- € V,, = K du corps
de fractions K = Frac R qui contiennent R.

La dimension valuative d’un anneau arbitraire est définie comme la borne supérieure
des dimensions valuatives de ses quotients intégres (Cahen (1990)).

En mathématiques classiques, les équivalences suivantes sont bien connues (on note
Kdim(R) la dimension de Krull de 'anneau R, i.e. la longueur maximale d’une chaine
d’idéaux premiers dans R).

Rappelons qu’'un corps discret est de dimension de Krull 0, que la dimension de
I’anneau trivial, qui n’a pas de quotient integre, est par convention égale a —1.

Théoréme 1.1. Soit R un anneau commutatif intégre non trivial avec K = Frac(R).
Les propriétés suivantes sont équivalentes.

1. R est de dimension valuative < n.

2. Pour tout entier k et tous x1,...,x; € K, Kdim(Rl[zy,...,zx]) < n+ k.
3. Pour tout entier k, Kdim(R[X, ..., X;]) < n+ k.

4. Kdim(R[X1,...,X,]) < 2n.

En outre, sans supposer R intégre, mais en le supposant non trivial, les points 1, 3 et 4
sont toujours équivalents.

Enfin, dans larticle Kemper et Yengui (2020), qui fait suite a (Kemper et Viet Trung
2014, Kemper & Trung), une nouvelle caractérisation constructive de la dimension va-
luative d’'un anneau commutatif est proposée, inspirée de la caractérisation constructive
de la dimension de Krull donnée dans Lombardi (2006).

Nous sommes donc en possession d’au moins trois approches possibles de la dimension
valuative d’un anneau commutatif en mathématiques classiques. Celle correspondant au
point I ci-dessus, celle correspondant aux points 3 et 4 et celle proposée par Kemper et
Yengui.

Nous proposons dans la section 2 de rappeler des définitions constructives précises
concernant ces trois approches.

Nous notons Vdim(R) une définition constructive correspondant & la caractérisation
donnée dans le point 1 du théoréme 1.1.

Nous notons vdim(R)) une définition constructive correspondant a la caractérisation
donnée dans le point 3 du théoréme 1.1.

Nous notons dimv(R) la définition constructive donnée par Kemper et Yengui.

Ces définitions constructives ont déja été démontrées équivalentes a la définition clas-
sique en mathématiques classiques, au moins dans le cas d’'un anneau intégre. Dans la
section 3 nous démontrons constructivement 1’équivalence de ces trois définitions en toute
généralité.
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Terminologie constructive de base

Une partie P d’un ensemble E est dite détachable lorsque la propriété x € P est décidable
pour les z € E. Autrement dit, la régle suivante est satisfaite :

e FzecPouuxé¢P

Pour décrire cette situation, il faut donc introduire a la fois le prédicat d’appartenance
et le prédicat opposé.

Nous disons qu'un anneau est intégre (ou est un domaine d’intégrité), lorsque tout
élément est nul ou régulier, et qu’'un anneau est un corps discret lorsque tout élément est
nul ou inversible. Cela n’exclut pas 'anneau trivial.

Un anneau est dit sans diviseur de zéro lorsque la régle

e zy=0F2x=0o0uy=0

est satisfaite. Un anneau intégre est sans diviseur de zéro. La réciproque, valable en
mathématiques classiques, n’est pas assurée constructivement!.

Certaines versions locales des notions d’anneau intégre et d’anneau sans diviseur de
zéro sont discernables y compris en mathématiques classiques.

Un anneau est dit localement sans diviseur de zéro® lorsque, la régle suivante est
satisfaite

e ab=0F 3s,t (sa=0,tb=0,s+t=1).

Alors, dans R[1/s] 'élément a est nul, et dans R[1/¢] 'élément b est nul®.

Un anneau est dit quasi intégre* si 'annulateur de tout élément a est engendré par
un idempotent (nécessairement unique), noté 1 —e,. On a R ~ R[1/e,] x R/({e,). Dans
I'anneau R[1/e,], 'élément a est régulier, et dans R/(e,), a est nul’. Un anneau quasi
intégre est localement sans diviseur de zéro mais la réciproque n’est pas valable. Notons
que U'on a ey, = eqep, e,a = a et eg = 0. Les anneaux quasi intégres ont une définition
purement équationnelle. Supposons en effet qu'un anneau commutatif soit muni d’une
loi unaire a +— a° qui vérifie les trois axiomes suivants :

a®a =a, (ab)®=a’b’, 0°=0 (1)

Alors, pour tout @ € R, Ann(a) = (1 — a°) et a° est idempotent, de sorte que I'anneau
est quasi integre.

Lemme 1.2 (lemme de scindage quasi intégre). Soient n éléments x4, ..., x, dans un
anneau quasi intégre R. Il existe un systéme fondamental d’idempotents orthogonaux
(ej) de cardinal 2" tel que dans chacune des composantes R[1/e;|, chaque x; est nul ou
régulier.

1. En mathématiques constructives, «ou» a son sens intuitif, 7.e. I’'une des deux propriétés est valide
de maniére explicite. Sachant d’un anneau est sans diviseur de zéro avec un «ou» explicite, il n’y a pas
de démonstration constructive que tout élément est nul ou régulier avec un «ou» explicite.

2. En anglais, un «pf-ring» : les idéaux principaux sont plats.

3. En mathématiques classiques, les éléments d’un anneau peuvent étre vus comme des «fonctions»
définies sur le spectre de Zariski. Ici nous avons deux ouverts de base D(s) et D(¢) qui recouvrent le
spectre de Zariski; sur le premier a = 0, sur le second b = 0.

4. En anglais, un «pp-ring» : les idéaux principaux sont projectifs.

5. En mathématiques classiques nous avons une partition du spectre de Zariski en deux ouverts de
base D(1 — e,) et D(e,) ; sur le premier a = 0, sur le second a est régulier.
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Le fait de pouvoir scinder systématiquement en deux composantes un anneau quasi
intégre conduit a la méthode générale suivante. La différence essentielle avec le lemme
de scindage précédent est que I'on ne connait pas a priori la famille finie d’éléments qui
va provoquer le scindage.

Machinerie locale-globale élémentaire n°l. La plupart des algorithmes qui fonc-
tionnent avec les anneaux intégres non triviaux peuvent étre modifiés de maniére a fonc-
tionner avec les anneaux quasi intégres, en scindant I’anneau en deux composantes chaque
fois que I'algorithme écrit pour les anneaux intégres utilise le test «cet élément est-il nul
ou régulier 7». Dans la premiére composante I’élément en question est nul, dans la seconde
il est régulier.

Nous disons qu’un idéal est premier s’il produit au quotient un anneau sans diviseur
de zéro. Cela n’exclut pas 'idéal (1). Ces conventions (adoptées dans Lombardi et Quitté
(2015)) n’utilisent pas la négation et permettent d’éviter certains raisonnements cas par
cas litigieux d’un point de vue constructif.

Domaines de valuation

Un domaine de valuation V est un sous-anneau d’un corps discret K satisfaisant ’axiome
e zy=1FzeVouyeV (z,yc€K)

On dit alors que V est un anneau de valuation du corps discret K et que (K, V) est
un corps valué.

Un domaine de valuation est la méme chose qu'un domaine de Bézout local, ou encore
un anneau intégre dont le groupe de divisibilité est totalement ordonné.

Dans un corps valué (K, V) on dit que z divise y et 'on écrit x | y s’il existe un z € V
tel que zz = y. On note I'(V) (ou I si le contexte est clair) le groupe K*/V* (noté
additivement), avec la relation d’ordre < induite par la relation | dans K*. On note
I'w = T'U {c0} (oit 0o est un élément maximum). Dans ces conditions, "application
naturelle v : K — 'y est appelée la valuation du corps valué. On a

v(zy) = v(x) + v(y), et v(x +y) = min(v(z),v(y)) avec égalité si v(x) # v(y).

OnaaussiV={zeK;vz)>20}et V:={z e K;vx)=0}

Dimension des treillis distributifs

Dans ce paragraphe nous expliquons la définition constructive de la dimension d’un treil-
lis distributif. Un treillis distributif T peut étre vu comme ’ensemble des ouverts quasi-
compacts d’un espace spectral, que 1'on appelle 'espace dual de T. La définition cons-
tructive de cette dimension correspond a la définition de la dimension de I’espace spectral
dual en mathématiques classiques, qui est également la longueur maximum d’une chaine
croissante d’idéaux premiers de T : voir le théoréeme 1.5.

Un idéal b d’un treillis distributif (T, A,V,0,1) est une partie qui satisfait les con-

traintes :
0eb

r,y€b = xzVyeb (2)
reb, zeT = zNzeb
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On note T/(b = 0) le treillis quotient obtenu en forgant les éléments de b & étre nuls.
On peut aussi définir les idéaux comme les noyaux de morphismes entre treillis.

Un idéal principal est un idéal engendré par un seul élément a, il est noté la. On a
la ={2z €T ;x <a} Lidéal |a, muni des lois A et V de T est un treillis distribu-
tif dans lequel I'élément maximum est a. L’injection canonique Ja — T n’est pas un
morphisme de treillis distributifs parce que 'image de a n’est pas égale & 1t. Par contre
Iapplication T — la, = — x Aa est un morphisme surjectif, qui définit donc Ja comme
la structure quotient T/(a = 1).

La notion de filtre est la notion opposée (c’est-a-dire obtenue en renversant la relation
d’ordre) a celle d’idéal.

Une régle particuliérement importante pour les treillis distributifs, appelée coupure,
est la suivante

(xNa <b)A(a<zVDd) = (a<Db). (3)

Si A € Pg(T) (ensemble des parties finiment énumérées de T') on notera

VA=V, 42 et NA = Nz
On note A - B ou A k¢ B la relation définie comme suit sur I'ensemble P (T) :
ArB & AA < VB

Cette relation vérifie les axiomes suivants, dans lesquels on écrit « pour {z} et A, B
pour AU B.

A (R)
siAF Balors AJA - B,B" (M)
si(A,z = B)et (A F B,zx) alors AF B (T).

On dit que la relation est réflexive, monotone et transitive. La troisiéme régle (transi-
tivité) peut étre vue comme une généralisation de la régle (3) et s’appelle également la
régle de coupure.

Définition 1.3. Pour un ensemble S arbitraire, une relation sur Pg(S) qui est réflexive,
monotone et transitive est appelée une relation implicative (en anglais, entailment rela-
tion).

Le théoréme suivant est fondamental. I1 dit que les trois propriétés des relations
implicatives sont exactement ce qu’il faut pour que I'interprétation en forme de treillis
distributif soit adéquate.

Théoréme 1.4 (théoréme fondamental des relations implicatives). Cederquist et Co-
quand (2000), Lorenzen (1951)

Soit un ensemble S avec une relation implicative Fg sur Pg(S). On consideére le treillis
distributif T défini par générateurs et relations comme suit : les générateurs sont les
éléments de S et les relations sont les

A tr B
chaque fois que A g B. Alors, pour tous A, B dans P(S), on a

Abrr B = A tg B.
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En mathématiques classiques un idéal premier p d’un treillis distributif T # 1 est un
idéal dont le complémentaire v est un filtre (qui est alors un filtre premier). On a alors
T/(p = 0,0 = 1) >~ 2. Il revient au méme de se donner un idéal premier de T ou un
morphisme de treillis distributifs T — 2.

Théoréme 1.5 (dimension d’un treillis distributif). Voir Coquand et Lombardi (2003),
Lombardi (2002), (Lombardi et Quitté 2021, chapitre XIII). En mathématiques clas-
siques, pour un treillis distributif non trivial et pour n > 0, les propriétés suivantes sont
équivalentes.

1. Le treillis est de dimension < n, c’est-a-dire par définition la longueur de toute
chaine d’idéaux premiers est < n.

2. Pour tout x € T le treillis quotient T/(x = 0,1, = 0),oul, = {y;x ANy =0},
est de dimension < n — 16.

3. Pour toute suite (xy, . .., x,) dans T il existe une suite complémentaire (Yo, . .., Yy)
au sens suivant
1+ yp,zp
Yns T + Yn—1,Tp-1
S (4)
Y1,21 F Yo, To
Yo,zo F 0

Par exemple, pour n = 2 les inégalités dans le point 3 correspondent au dessin suivant
dans T.

Définition et remarque importantes. Les points 2 et 3 sont équivalents en mathématiques
constructives et servent de définition pour la dimension de T, notée Kdim('T) et appelée
dimension de Krull du treillis distributif.

Notez cependant que d’un point de vue constructif on a seulement défini clairement
la phrase Kdim(T) < n. Pour établir «Kdim(T) = n» il serait nécessaire de démontrer
aussi 7(Kdim(T) < n + 1). Heureusement, la plupart des théorémes en mathématiques
classiques fonctionnent avec une hypotheése du type Kdim(T) < n.

On a en outre le résultat constructif suivant, qui simplifie I'utilisation du point 3.

Lemme 1.6. Soit S une partie d’un treillis distributif T qui engendre T en tant que
treillis distributif. En mathématiques constructives, pour n > 0, les propriétés suivantes
sont équivalentes.

6. Un treillis est dit de dimension —1 s’il est trivial, i.e. réduit & un point, cela initialise la récurrence
dans le point 2. On vérifie facilement qu’un treillis est zéro-dimensionnel, c’est-a-dire de dimension < 0
si, et seulement si, c’est une algébre de Boole.
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1. Pour toute suite (xo, . .., x,) dans T il existe une suite complémentaire (yo, ..., Yn)
dans T.

2. Pour toute suite (zg, ..., x,) dans S il existe une suite complémentaire (Yo, . . ., yy)
dans T.

Dans les deux paragraphes qui terminent cette section, nous expliquons comment les
spectres des treillis distributifs conduisent a des espaces spectraux en algébre abstraite.
La dualité entre treillis distributifs et espaces spectraux a été établie par Stone (1937).
Hochster (1969) a introduit la terminologie d’espace spectral et a popularisé leur utilisa-
tion. Mais il ne cite pas Stone 1937 et il n’indique pas le lien entre les espaces spectraux
et les treillis distributifs.

Dimension de Krull d’un anneau commutatif

Nous rappelons tout d’abord I'idée principale de I'approche constructive du spectre d’un
anneau commutatif développée dans Joyal (1971, 1976).

Si a est un idéal de R, nous notons Dg(a) (ou D(a) si le contexte est clair) le nilradical
de I'idéal a :

Dr(a) = Va = {z€eR;ImeN 2™ €ca}. (5)
Quand a = (z1,...,z,), nous notons Dgr(a) sous la forme Dg(z1,...,2,). Si le contexte

est clair nous notons aussi  pour Dg ().

Par définition, le treillis de Zariski de R, noté Zar(R\), est 'ensemble des Dgr (21, . .., z,)
avec l'inclusion pour relation d’ordre. Les bornes inférieure et supérieure sont données
par

DR(al) N DR(aQ) = DR(alag) et DR(al) vV DR(aQ) = DR(Cll + ag).

Le treillis de Zariski de R est un treillis distributif et Dg(z1,...,2,) = 1 V- -V z,. les
¢léments T forment systéme générateur (stable par A) de Zar(R).

Si M est un monoide multiplicatif dans R engendré par U = {uy,...,u,} et si
a = (ay,...,a,) est un idéal de type fini nous avons les équivalences

/\ Ui <zar(R) \/ a; = H u € Ya << Mna#0 (6)

ie{1,...,m} je{1,...,n} ue{l,...,m}

Cela décrit complétement le treillis distributif Zar(R). En effet la premiére formule
dans (6) définit une relation implicative sur R qui donne une autre description Zar(R).

Nous avons aussi la caractérisation suivante (voir Cederquist et Coquand 2000, Co-
quand et Lombardi 2003).

Proposition 1.7 (définition a la Joyal du spectre d’un anneau commutatif).
Le treillis distributif Zar(R) est (& isomorphisme unique prés) le treillis engendré par les
symboles Dg(a) pour a € R soumis aux relations suivantes :

Dr(0r) = 0, Dr(lg) = 1, Dr(z+y) < Dr(z) VDr(y), Dr(zy) = Dr(z) A Dr(y).

La construction R — Zar(R) donne un foncteur de la catégorie des anneaux com-
mutatifs vers celle des treillis distributifs. Via ce foncteur la projection R — R/Dgr(0r)
donne un isomorphisme Zar(R) — Zar(R/Dgr(0r)). Nous avons Zar(R) = 1 si, et seu-
lement si, 1Ig = ORg.
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En mathématiques classiques on a une démonstration simple du fait que la dimension
du treillis distributif Zar(R) est la dimension de Krull de 'anneau R.

Le treillis de Zariski d'un anneau est ’exemple paradigmatique d’un treillis distributif
engendré par une structure algébrique dynamique. Nous expliquons la méthode générale
dans le paragraphe qui suit.

Structures algébriques dynamiques

Références : Coste et al. (2001), Lombardi (1998, 2006, 2020), Bezem et Coquand (2005),
Coquand (2005). Les structures algébriques dynamiques (du premier ordre) sont explici-
tement nommeées dans Lombardi (1998, 2006). Dans Coste et al. (2001) elles sont impli-
cites, mais décrites sous la forme de leurs présentations. Elles sont également implicites
dans Lombardi (2002), et, last but not least, dans (Della Dora et al. 1985, D5, 1985),
qui a été une source d’inspiration essentielle : on peut calculer de maniére siire dans
la cloture algébrique d’un corps discret, méme quand il n’est pas possible de construire
cette cloture algébrique. Il suffit donc de considérer la cloture algébrique comme une
structure algébrique dynamique «a la D5» plutdot que comme une structure algébrique
usuelle : I'évaluation paresseuse a la D5 fournit une sémantique constructive pour la
cloture algébrique d’un corps discret.

Une étude plus détaillée en cours de rédaction se trouve dans (Lombardi 2024, Théo-
ries géométriques pour 'algébre constructive). Voir aussi Lombardi et Mahboubi 2023.

Une théorie dynamique (finitaire) 7 = (£, .A) est une version purement calculatoire,
sans logique, d'une théorie cohérente. Le langage L est donné par une signature, les
axiomes (¢éléments de A) sont des régles dynamiques.

Une structure algébrique dynamique D pour une théorie dynamique ‘T est donnée
par générateurs et relations : D = ((G, R), T ) Si (G, R) est le diagramme positif d'une
structure algébrique usuelle R on note D = 7(R).

Considérons une structure algébrique dynamique D = ((G, R), T ) pour une théorie
dynamique T = (L, .A). Soit S un ensemble de formules atomiques closes de D. On définit
la relation implicative -p ¢ sur S associée & D comme suit pour des A; et B; € S :

déf
—

A, ..., A, Fpgs By,..., By,
Al, ,An I_D B1 ou ... ou Bm

(7)

On pourra noter Zar(D, S) le treillis distributif engendré par cette relation implicative.
Intuitivement ce treillis est le treillis des valeurs de vérité des formules de S dans la
structure algébrique dynamique D.

Le treillis de Zariski (complet) d’une structure algébrique dynamique D est défini en
prenant pour S l'ensemble Atcl(D) de toutes les formules atomiques closes de D. On le
note Zar(D, 7) ou Zar(D) ou avec un nom particulier correspondant a la théorie 7.

L’espace spectral dual est appelé le spectre de Zariski de la structure algébrique
dynamique D, ou peut aussi lui attribuer un nom particulier.

Enfin la dimension de Krull de D est par définition égale & Kdim(Zar(D)). La défi-
nition de Vdim(R) dans le paragraphe suivant est donnée selon ce schéma.
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2 Trois définitions constructives de la dimension valua-
tive

Cloture quasi intégre minimale d’un anneau réduit

Nous rappelons ici quelques résultats essentiels donné dans Lombardi et Quitté (2015).
Si le contexte a € R est clair, nous notons a* 'idéal annulateur de I’élément a dans R.
Nous utilisons aussi la notation a* pour I’annulateur d’un idéal a.

Lemme 2.1. Soit R un anneau réduit et a € R. On définit
Ry & R/at xR/(a*)*

et I'on note v, : R — Ry, I'homomorphisme canonique.

1. th(a)* est engendré par Iidempotent (0,1), donc ¢,(a)* = (1,0)".
2. 1, est injectif (on peut identifier R & un sous-anneau de Ry, ).

3. Soit b un idéal dans Ry,y, alors I'idéal 1;'(b+) = b N R est un idéal annulateur
dans R.

4. L’anneau Ry, est réduit.

Lemme 2.2. Soit R réduit et a,b € R. Alors avec les notations du lemme 2.1 les deux
anneaux (Ryq)) @y et (Ryy}){q} sont canoniquement isomorphes.

Remarque. Le cas ot ab = 0 est typique : quand on le rencontre, on voudrait bien scinder
I’anneau en composantes ot les choses sont «clairesy. La construction précédente donne
alors les trois composantes

R/(ab™)", R/(a"b)" et R/(a"b")".

Dans la premiére a est régulier et b = 0, dans la seconde b est régulier et a = 0, et dans
la troisieme a = b = 0. ]

Lemme 2.3. Si R C C avec C quasi intégre, le plus petit sous-anneau quasi intégre
de C contenant R est égal a R|[(e,)qcr], 0l €, est I'idempotent de C tel que Anng(a) =
(1 — eq) - Plus généralement, si R C B avec B réduit et si tout élément a de R admet
un annulateur dans B engendré par un idempotent 1 —e,, alors le sous-anneau R[(e,)qcr]
de B est quasi intégre.

On note R,.qa = R/Y/(0) 'anneau réduit engendré par R.

Théoréme et définition 2.4 (cloéture quasi intégre minimale).

Soit R un anneau réduit. On peut définir un anneau R,;, comme limite inductive filtrante
en itérant la construction de base qui consiste 4 remplacer E (I'anneau «en coursy, qui
contient R) par

Eq & E/at xE/(a")" = E/Aung(a) x E/Anng(Anng(a))

lorsque a parcourt R.
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1. Cet anneau R, est quasi intégre, il contient R et il est entier sur R.
2. Pour tout x € Ry, 2+ N R est un idéal annulateur dans R.

Cet anneau R, est appelé la cloture quasi intégre minimale de R.
. . s déf
Lorsque R n’est pas nécessairement réduit, on prendra Ry = (Ried)min-

On note P, 'ensemble des parties finies de {1, ...,n}. Voici une description de chaque
anneau obtenu a un étage fini de la construction de R,.

Lemme 2.5. Soit R un anneau réduit et (a) = (ai,...,a,) une suite de n éléments
de R. Pour I € P,, on note a; I'idéal

a = (Hiel (a;)* l_Lwaj)l = ((a;,i € I)LHﬁlaj)L.

Alors Ry, contient 'anneau suivant, produit de 2" anneaux quotients de R (certains
éventuellement nuls) :

Rig = Hlem R/a;

On note B(R) I'algeébre de Boole des idempotents de ’anneau R.
Lemme 2.6.

1. Soit R un anneau quasi intégre.

(a) Rmin = R.
(b) R[X] est quasi intégre, et B(R) = B(R[X]).

2. Pour tout anneau R on a un isomorphisme canonique

Rmin[Xl, e 7Xn] ~ (R[Xl, Ce 7Xn])min-

Notre suggestion est que la bonne généralisation de la notion du corps de frac-
tions d'un anneau R n’est pas ’anneau Frac R mais 'anneau zéro-dimensionnel réduit
Frac Ryin.

Premiére approche constructive de la dimension valuative : vdim

Dans l'ouvrage Lombardi et Quitté (2015), les auteurs notent Vdim(R) au lieu de
vdim(R). Nous préférons dans cet article, réserver Vdim(R) pour la notion définie par T.
Coquand.

Dans Lombardi et Quitté (2015) la définition suivante est constructive parce qu'il
y a une définition constructive de la dimension de Krull. Et le théoréme suivant est
démontré constructivement. Donc, pour le cas d’un anneau intégre, le théoréme 2.8 donne
une version constructive de 1’équivalence entre les points 2, 3 et 4 dans le théoréme
classique 1.1.

Définition 2.7 (selon Lombardi et Quitté (2015)).

1. Si R est un anneau quasi intégre, la dimension valuative est définie comme suit.
Soit n € N et K = FracR, on dit que la dimension valuative de R est inférieure
ou égale an et 'on écrit vdimR < n si pour toute suite (zy,...,z,,) dans K on a
KdimR[zq,...,2,] < n. Par convention vdimR = —1 si R est trivial.
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2. Dans le cas général on définit «vdimR < n» par «vdim Ry, < no'.

Pour n = 0,—1, on a vdim(R) = n < Kdim(R) = n.

On note que, comme pour la dimension de Krull, on n’a pas vraiment défini vdim R
comme un élément de NU {oco} : seule la propriété «vdimR < n» est bien définie, cons-
tructivement, pour tout entier n > —1.

Théoréme 2.8 (Lombardi et Quitté 2015, Theorem XIII-8.19). Les équivalences sui-
vantes sont valides.

1. Sin>1letk > —1, alors
vdmR < k < vdimR[Xy,..., X, ] < n+k. (8)

Si R est non trivial et vdim R < o0, cela signifie intuitivement que I'on a une égalité
vdimR[X,..., X,] = n+vdimR.

2. Sin > 0, alors
vdmR < n < KdmR[X;,...,X,] < 2n. 9)

3. Dans le cas oti R est quasi intégre, ceci est aussi équivalent a :
pour tous x1, ..., x, dans FracR, on a KdimR|[zy,...,z,] < n.

Deuxiéme approche : treillis valuatif et spectre valuatif, Vdim

Tout d’abord rappelons que concernant la dimension d’un treillis distributif ou de I'es-
pace spectral dual, il y a trois approches constructives constructivement équivalentes.
La premiére historiquement est celle définie par Joyal (1976), reprise dans Coquand et
Persson 2001 et Coquand (2009). La deuxiéme provient de la notion de chaine poten-
tielle d’idéaux premiers, & la maniére de ce qui est fait pour les anneaux commutatifs
dans Lombardi (2006). La troisiéme est basée sur la notion d’idéal «bord» (ou de filtre
¢bord») et donne lieu & une définition par récurrence. L’équivalence de ces notions est
pour l'essentiel démontrée dans Coquand et Lombardi (2003) et traitée trés en détail
dans Coquand et Lombardi (2018).

Dans le cas d’'un sous-anneau (intégre) R dun corps discret K, 'article Coquand
(2009) définit le treillis valuatif Val(K,R) comme le treillis distributif qui traduit les
régles valides pour le prédicat Vr® dans la théorie dynamique %af(K,R) des anneaux
de valuation du corps K qui contiennent R °. Enfin le treillis Val(R) est une notation
abrégée de Val(FracR, R).

La structure algébrique dynamique 7a/(K,R) peut étre décrite comme la théorie
dynamique construite sur la signature

(' = OJVY() ) 07 ]-7 -+ BT Xy (a)aeK)

dans laquelle les éléments de K sont des constantes de la théorie'”.

Tout d’abord il y a les axiomes des corps discrets non triviaux sur le langage des
anneaux commutatifs.

7. Lombardi et Quitté (2015) démontrent qu’en mathématiques classiques on a l’équivalence
vdimR < d <= VdimR < douVdimR est définie comme dans Cahen 1990. Par suite, cela démontre
que VdimR = Vdim R,;;;, en mathématiques classiques. C’est une maniére de ramener le cas général au
cas d’un anneau intégre sans utiliser d’idéaux premiers.

8. Vr rappelle « Valuation ring».

9. Sans toutefois utiliser en tant que tel le langage des théories dynamiques.

10. Pour la théorie dynamique val toute nue, on supprime tout ce qui concerne R et K.
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e F0=0 o v =0 Fay=20

e 1 =0y=0 Fz+y=0

e 1=0FL1 o Fz=0o0u Jyzxy =1
Ensuite on ajoute le diagramme de K :

e FOk =0 e Fa+b=c (sia+b=k ¢
o Flx=1 e Fab=c (siab =k ¢)

Enfin il y a les axiomes décrivant les propriétés du prédicat Vr(z) qui signifie que z
appartient a I’anneau de valuation supposé du corps K.

e FVr(a) (sia €R) o Vr(z), Vi(y) F Vr(zy)
o Vi(z), Vi(y) F Vr(z+y) e zy =1 F Vr(z) ou Vr(y)

Le treillis Val(K, R) est alors le treillis distributif engendré par la relation implicative
Fvalk r sur K* définie par I’équivalence

def
L1yenny, Ty |_VaI,K,R Y1y Ym < (10)
Vr(z1), ..., Vr(@n) Foprkr) V(1) ou ... ou Vr(y,)

Enfin on note Val(R) pour Val(FracR, R).

Dans ce cadre, la dimension valuative de R, que nous noterons Vdim R, est définie
comme égale & Kdim(Val(R)).

Le théoréme 8 de I'article Coquand (2009) donne un Valuativstellensatz sous la forme
de I'équivalence suivante (pour des y; et z; € K*)

Vr(z1), ..., Vi(@,) Foprkr) Vi(yi) ou ... ou Vr(y,)
<— 1€ <yf1,...,y;I1>R[x1,...,xn,yl’l,...,y;].

En chassant les dénominateurs on obtient la formulation équivalente suivante

yrte gk = Q(xy, . Ty Y, - Um) € RIXG, X, Y Y (11)
un polyndéme dont tous les mondémes ont un degré

en Y strictement inférieur a (pq,. .., pm)-

Que se passe-t-il si nous acceptons que certains x; ou y; soient éventuellement nuls ?
Comme la régle F Vr(0) est valide, la régle

o Vr(z1),..., Vr(z,) F Vr(y1) ou ... ou Vi(y,)

est toujours satisfaite si I'un des y; est nul; et si 'un des z; est nul, elle est équivalente a
la méme régle ou I'on a supprimé le Vr(z;) correspondant a la gauche du k. On constate
les mémes faits pour le Valuativstellensatz exprimé sous la forme (11) : si I'un des y; est
nul on prend @ = 0; si l'un des x; est nul, il n’intervient pas dans (11). Ainsi le Valuativ-
stellensatz sous la forme (11) est toujours valable, ce qui évite d’avoir a raisonner cas par
cas.
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Le treillis Val R peut donc étre caractérisé comme le treillis distributif engendré par
la relation implicative Fyyr sur K définie par ’équivalence

def
L1y Tp l_VaIR Y1,y Ym < Elpla"'apm = 0 ElQ € R[Ka!] yfl y%m = (12)
Q(x1, .. Tn,Y1y- -, Ym), les mondmes de @
dont le degré en Y est < (p1,...,pm).
Pour rendre les calculs a venir plus lisibles, nous introduisons le prédicat
Vi(z) <L Ju(ur = 1, Vi(w)).

En d’autres termes, nous ajoutons un prédicat V'(z) dans la signature avec les deux
axiomes

o ur =1, Vr(u) k V'(x) e V'(z) F Ju (uxr =1, Vr(u))

La nouvelle théorie est une extension conservative de la précédente. En outre on a les
régles valides suivantes qui permettent de retrouver Vr a partir de V'

e F Vr(0) o ur =1, V'(u) F Vr(z)
e Vi(z) ko =0 ou Ju (uz =1, V'(u)

On peut lire V/(z) comme Vr(1/z) en considérant que Vr(1/0) F L1 (effondrement
de la théorie). Le prédicat V'(x) signifie que I'élément x de K n’est pas un élément
résiduellement nul de V. Ce prédicat satisfait notamment les axiomes suivants dans la
théorie dynamique considérée :

e FV/(a) (sia € RY) e VI(0) F L
e Vi(z+y) F V'(z) ou V'(y)
o V'(z), V'(y) F V'(zy) e zy=1 F V(z) ou V'(y)

Le Valuativstellensatz devient, cette fois-ci pour des x; et y; € K sans restriction

e V'(y1), ..., V'(yn) F V'(z1) ou ... ou V'(z,,)
— 1€ (.., 2 RlTe, .2,y -y
qu’il faut réécrire sous la forme suivante pour éviter les 07! : il existe des exposants
P1s---,Pm et des polynomes P; € R[X Y] tels que

1, pm P Py € RIXLY] O yhm = mPi(z,y) + - + 2, Pl y),
ot les multiexposants Y dans les P;’s sont tous < (p1,...,pm). (13)

Si I'un des y; est nul, I’égalité est automatiquement satisfaite car on peut prendre
les P; nuls.

Ce prédicat V' est le prédicat Nrn dans article Lombardi (2000) qui donne un
Valuativstellensatz trés général.
Remarque 2.9. On peut introduire le treillis Val' R associé au prédicat V. On peut
démontrer alors que Val' R est isomorphe au treillis opposé a Val R. Cela tient a ce que
x +— 2! est une bijection de K* sur lui-méme. Dans cet article, nous utilisons seulement
le fait que les caractérisations (11) et (13) sont équivalentes. u

Nous introduirons le treillis valuatif d’'un anneau arbitraire dans la toute derniére
section page F22.
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Troisiéme approche : ordre monomiaux rationnels gradués, dimv

On note <)o, 'ordre monomial sur Z" correspondant a l'ordre lexicographique.

Un ordre monomial rationnel gradué <,; sur Z" ou, de maniére équivalente, sur les
monomes de R[X:F ... Xi!] est défini au moyen d'une matrice M € Mat,, (N) inversible
dans Mat,,(Q) avec les coefficients de la premiére ligne tous > 0, de la maniére suivante :

€1 i
M - Llex
€n In

déf
=

(61,...,€n) <M (fl,...,fn)

Lorsque les coefficients de la premiére ligne de M sont égaux a 1, 'ordre monomial <, est
un ordre subordonné au degré total. L’ordre monomial <gex «gradué lexicographique)
est celui défini par la matrice

11 1
10 0

01 0 0
00 ... 1 0]

Dans Lombardi (2006), la dimension de Krull d’un anneau arbitraire R est caractérisée
constructivement par I’équivalence entre Kdim R < n et le fait que pour tous zg, ..., z, €
R on a un polynéme P € R[Xy,..., X,]| qui annule (x, ..., x,) et dont le plus petit coef-
ficient pour I'ordre lexicographique est égal a 1. Par exemple Kdim R < 1 si, et seulement
si, pour tous zg,x; € R on peut trouver une égalité 0 = xg’ (7 (1 + c121) + cozp) : ici
les ¢; sont des éléments de R ou tout aussi bien des éléments de R|[xq, z1].

Dans Kemper et Viet Trung (2014), les auteurs ont montré, en mathématiques clas-
siques, que pour un anneau noethérien, on peut caractériser la dimension de Krull de la
méme maniére en utilisant un ordre monomial arbitraire.

Dans Kemper et Yengui (2020), les auteurs ont montré, en mathématiques classiques,
que pour un anneau arbitraire, on peut caractériser la dimension valuative de la méme
maniére & condition d’utiliser un ordre monomial rationnel gradué a la place de 'ordre
lexicographique.

Autrement dit, nous pouvons les paraphraser en définissant I'inégalité «dimvR < n»
pour n > 0 comme suit.

Définition 2.10. considérons un ordre monomial rationnel gradué <,,;, on demande que
pour tous Zg, ..., r, € R on ait un polynéme P € R[Xj, ..., X,] qui annule (zo, ..., x,)
et dont le plus petit coefficient pour 'ordre <,; est égal a 1.

Le résultat dans Kemper et Yengui (2020) est alors le suivant.
Théoréme 2.11.
1. Cette définition de dimv R < n ne dépend pas de la matrice M considérée.

2. Elle équivaut en mathématiques classiques au fait que la dimension valuative de R
est < n.
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Par convention dimvR = —1 signifie que ’anneau est trivial.
En fait, la démonstration du théoréme 2.11 dans Kemper et Yengui (2020) est claire-
ment constructive pour le cas d'un anneau intégre R : pour tout n > 0 on a constructi-

vement 1’équivalence

vdimR < n (définition 2.7.1) <= dimvR < n (définition 2.10) (14)
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3 Equivalence constructive des trois définitions cons-
tructives

vdim = dimv
On a un premier lemme qui prolonge (14) au cas quasi intégre.

Lemme 3.1. Pour un anneau quasi intégre R on a I’équivalence
vdimR < d <= dimvR < d (15)

Démonstration. On reprend la démonstration constructive de (14) donnée dans le cas
intégre et on utilise la machinerie locale-globale élémentaire n°1. O]

Pour étendre I’équivalence constructive (14) du cas d’un anneau intégre au cas d’un
anneau arbitraire, étant donné que dans le cas général on a défini vdimR < d comme
signifiant vdim R;;, < d, et vu le lemme 3.1, il nous suffit de démontrer constructivement
I’équivalence

dimvR < d <= dimvR,, < d (16)

Cela implique en particulier constructivement ’analogue de I’équivalence (9) pour dimv.
Cette équivalence (16) se raméne aux deux lemmes suivants.

Lemme 3.2. On a toujours
dmvR < d < dimvR,q < d (17)
Démonstration. La démonstration est laissée a la lectrice. O

Lemme 3.3. Soient R un anneau réduit et a € R. Alors on a
dmvR < d < dimvR,; <d (18)
Démonstration. L’implication = est assez simple. D’une part, I'implication
dmvR < d = dimv(R/a) < d
est claire pour tout quotient R/a. Et d’autre part on voit que
(dimvB < d, dimvC < d) = dimv(B x C) < d.

Voyons 'implication réciproque. On considére xgp,...,z4 € R. On a tout d’abord un
polynéme P;(Xo,...,Xq) € R[X] de coefficient minimum égal a ¢; = 1+ y; et tel que
Py(xg,...,24) = 21 avec y1, 21 € a®. On a par ailleurs un polynéome P,(X) de coefficient
minimum ¢, = 1+ g, et tel que Py(z) = 29, avec ¥y, 20 € (at)*. On a alors

V1Y = Y122 = 21Y2 = 2122 = 0.

Quitte & multiplier P; et P, par des mondmes convenables, on peut supposer que leurs
monodmes initiaux coincident. Alors Qs = P, — y2 Py a pour coefficient minimum (1 +
y2) — y2(1 +y1) = 1 et vérifie Qo(z) = 25. De méme @)1 = P, — y; P» a pour coefficient
minimum (14 y;) —y1(1 +y2) = 1 et vérifie Q1(z) = z;. Donc le polynéme Q1@ nous
convient. ]
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vdim = Vdim dans le cas intégre

Lemme 3.4. Pour un anneau intégre R, et pour un entier n > —1
VdmR < n = vdimR < n
Démonstration. L’article Coquand (2009) montre d’une part que

VdmR < n = KdmR < n

et d’autre part que
VdmR < n = VdimR[X] < n+ 1.

Donc VdimR < n = KdimR[X},..., X,] < 2n. Dans Lombardi et Quitté (2015) il est
démontré que KdimR[Xy,..., X,] < 2n = vdimR < n. O

Nous allons maintenant démontrer ’inégalité opposée.

Nous allons démontrer I'implication vdim < n = Vdim < n en construisant des
suites complémentaires. Pour comprendre la démonstration, nous traiterons d’abord les
casn = 2,3,4 : lorsque n = 2, la suite complémentaire est fabriquée avec des éléments
de la forme V'(y), tandis que les cas n = 3 et n = 4 donnent des idées successives
pour construire une suite complémentaire dans le treillis distributif engendré par ce type
d’éléments.

vdim < 2 = Vdim < 2]

Supposons que 'on a xg, x1, x2 non nuls dans le corps de fractions K de R. On cherche
Yo, Y1, y2 € K (on sait que yy est nul) tels que :

V'(z0) VV'(yo) = 1, (19)
V'(20) AN V' (o) < V'(z1) VV'(11), (20)
V() AV (1) < V'(22) V V' (y2) = V'(x3) (car yo = 0), (21)
V'(z2) A V'(y2) = 0 (c’est certifié par yo = 0).

(19) revient a dire que 1 = (xo, yo) dans Rz, yo).

(20) revient a dire que 1 = (z1,%1) dans Rlzg", yg ', 21, 1.

(21) revient a dire que 1 = (x5) dans Rz} ", y; b, 2a).

On utilise le fait que Kdim(R[zg,z1,22]) < 2. On a un polynéme P € R[X,, X1, X5
de plus petit coefficient 1 (pour l'ordre monomial lexicographique avec Xy > X; >
Xo) qui s’annule en (zg, x1,x2). Soit X3 X XE le plus petit mondéme de P. En divisant

P(z9, 1, 12) par xixl'zl, on obtient une égalité

1+ :L‘OfO(xO) + xlfl(x17x0i> + foQ(anxitaxa:) = O’

ot fy € R[Xo], fi € R[X1,XI] et fo € R[Xo, Xi°, X5 (le 20fo(x0) provient des mo-
nomes de P autres que M dont le degré en X, est égal a n et le degré en X; est égal
a m, x1fi(x, xoi) provient des autres mondémes de P dont le degré en X, est égal a n,
alors que Ty fo (72, 77, 25 ) provient des monémes de P dont le degré en X5 est > n). Pour
certains rg,7; € N, on a :

T - x —
Lt anfolon) + o (21001, 5") + 2o, )) =0,

1
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o g € R[X1,X;'] et go € R[X5, X1, X5']. On voit que yo = “HLE0) ot gy = 22
0 1
conviennent (notons que zo = zi'y; € Rlz1, 1] € Rlag',vo ', 71, 11])-

Prenons comme exemple d’effondrement :

22 2,22 4,2 | 2.5 2 3 3, 2,34 _
ToT x5 + 2xgxiry + 3T 05 + 252wy + 3Ty + 2375 + xpT Ty, = 0.

En divisant par zox?z2, on obtient une égalité

3z Lo, 3 2
L2+ oo (G5 +0d) + 5 (5 + 5+ mad)) =0
Ly T1 Ty )

. 14222 .
On voit que yg = Tl et y; = ﬁ—% conviennent.
1

vdim < 3 = Vdim < 3]

Soient xg, 1, 9, x3 non nuls dans le corps de fractions K de R. On cherche ug, 1y, us, us
dans le treillis distributif engendré par les V/(x) qui forment une suite complémentaire
de zg, 21, 2, x3 (voir les inégalités (4) dans le théoréme 1.5). Autrement dit :

1= V’(:L’o) V ug, V/(l’o) Ny < V’(ml) Vug,..., V’($2) AUy < V’(:L’g) V us, V/(xg) Aug = 0.
On propose de trouver les u; sous la forme
up = V'(yo),ur = V(1) AV (), ug = V'(y2), us = 0

avec Yo, y1,y2 € K, tels que

V(o) V V(1) = 1, (22)

V'(20) AV'(yo) < V'(z1) Vg = (V'(21) V V(1)) A (V'(21) V V'(20)) ou aussi

V'(z0) AV (yo) < V'(21) V V(1) et (23)

V(o) AV (o) < V(1) V V' (20), (24)
V/(.Tl) A uq < V/(SL’2> V V/<y2), (25)

V,(I'Q) A V’(yg) < v/(ﬂfg) V Uz = V/(l‘g), (26)
V'(z3) Auz = 0 (c’est certifié par uz = 0).

(22) revient a dire que 1 € (xo,yo) dans Rz, yo).

(23) revient a dire que 1 € (zy,y;) dans Rlzg', yy ', 1, 11]-

(24) est toujours satisfaite car V/(zo) A V/(yo) < V'(z0) < V'(z1) V V'(20).

(25) revient & dire que 1 € (xo,75) dans Ry, yt, 2", 2, yo].

(26) revient a dire que 1 € (3) dans R[zy", y5 ', z3).

On utilise le fait que Kdim(R[zg, 1, 22, 23]) < 3.

On a un polynéme P € R[Xj, X1, Xo, X;3] de plus petit coefficient 1 (pour 'ordre mo-
nomial lexicographique avec X3 > Xy > X; > Xj) qui s’annule en (xg, z1, z9, x3). Soit
XPXP X7 X 1e plus petit monome de P. En divisant P(xg,x1, %9, x3) par 5 zialzd, on
obtient une égalité

1+ zo fo(xo) + xlfl(xl,x(j)j) + 2o fo (o, I%ﬂ,xﬁﬂ) + 23 f3(s, @Elyﬁd,l‘oﬂ) =0,

ot fo € R[Xo], fi € RIX1, X5, fo € R[Xo, X{', X5 et f5 € R[X3, X537, X5, X5
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e 10 fo(zo) provient des mondmes de P autres que M dont le degré en X3 est égal a
m, le degré en X, est égal a n et le degré en X est égal a p,

e xfi(x1,x3) provient des autres monomes de P dont le degré en X3 est égal a m
et le degré en X5 est égal a n,

o o fy(20, 2E, :170) provient des autres mondémes de P dont le degré en X3 est égal a
m7

o 3f3(xs, 25, 27, x3) provient des monomes de P dont le degré en X3 est > m)

Pour certains 79,7 € N, on a :

_ _ _ I3 _ _
1+:10()f()($0)—HES‘)(mlgl(xl,:lco1)+$71’1 (1’292(1‘2,1‘11,.7501)+x7293($3,$2,$11,$01))) =0, (27)
2

ol g1 € R[Xl,X ] go € R[XQ,XI ,X ] et g3 € R[Xg,XQ,Xl_l,Xo_l].

1 —1
On pose yy = #0(%)7 Y = ?/0+$191r(1$1,% ), L — ZET32.
Lo x) x5
Condition (22) : 1 = x¢°yo — 2o fo(70) € (0,%0) dans Rz, yo] (méme si ro = 0).

(22) :
Condltlon (23) 1 yo = it — z1g1(21,25"0), si Yo # 0 on divise par yo et 'on obtient
<x17y1> ans R[xlaybx(;lay[)_l]'
Condltlon (26) : yoxy? = x3, (et on divise par ysxs? si ya # 0)
Condition (25) : I'égalité (27) se relit comme suit

—1 —1 9 -1 -1\ __
Tag2 (T2, 7,20 ") + Y293(Yor?, To, 21, Ty ) = —h

Siy; # 0 on divise par y;.
Par ailleurs on a aussi un bon résultat si yg = 0 ou y; = 0 (voir le commentaire aprés
I'égalité (13)).

lvdim < 4 = Vdim < 4]

Soient xg, 1, T2, T3, x4 non nuls dans le corps de fractions K de R. On cherche ug, uq, us, us,
uy dans le treillis distributif engendré par les V'(z) qui forment une suite complémentaire
de xg,x1, T2, x3, x4 (voir les inégalités (4) dans le théoréme 1.5). Autrement dit :

1= V/(l‘o)\/u(), V/(xo)/\uo < V’(wl)\/ul, ey V,(JZ3)/\113 < V/(ZE4)\/L(4,, V/(ZL'4)/\H4 = 0.
On propose de trouver les u; sous la forme
Uy = V’(yo),u1 = V’(yl) /\VI(.%'()),uQ = V/<y2) A V’(a:l) VAN V/(m'o),ug = V’(yg),u4 =0

avec Yo, Y1, Y2,Y3 € K7 tels que

V(o) V'V (yo) = 1, (28)
V'(z0) AV (yo) < V(1) V uy, ou aussi
Vi(@o) ANV (yo) < V(1) V V' (11), (29)
V(1) Aug < V'(23) V uy, ou aussi
V(1) AV (y1) ANV (20) < V'(x2) V V' (12) et (30)
V'(ze) Aug < V'(x3) V V' (y3), (31)
V'(z3) ANV (y3) < V'(zg) Vuy = V'(24), (32)
V'(z4) ANug = 0 (c’est certifié par uy = 0).
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o, Yo) dans R[SCO,Z/O]

x1,y1) dans Ry, ', 7o ,xl,yl]

Ty, o) dans Ry; 27t ogt, 20, 0]
$3,y3> dans Ry 332 7I11’x017x3ay3]
17 y3 7:64]

(28) revient a dire que 1 €
(29) revient a dire que 1 €
(30) revient a dire que 1 €
(31)
(32)

o~ o~~~

31) revient a dire que 1 €
32) revient a dire que 1 € (x4) dans R[zy

On utilise le fait que Kdim R[zg,x1, 22, 23,24 < 4. On a un polyndéme P € R[X,,
., X4] de plus petit coefficient 1 (pour I'ordre monomial lexicographique avec X, >
- > Xp) qui s’annule en (xg, 1, T2, T3, T4).

Soit X{XZXXTX{ le plus petit mondome de P. En divisant P(zg, 1, T, T3, 74) par

£om.n.P,.d : A g
T rirhri Ty, on obtient une égalité

1+ 20 fo(20) + 21 f1 (21, Io ) + I2f2($27$?1,$o )+ $3f3($37$§:1,$1ﬂ, Ioﬂ)
+1 41 41 il) —0

—|—£Ij'4f4(l'4,$3 y Ly Ty Ly
ol f() S R[Xo], f1 S R[Xl,XOi], fg S R[XQ,X]_i,XOi], f3 S R[Xg,XQi,Xli,XOi] et f4 c
R[X,, Xi, X5, X, X5

e xofo(xo) provient des monémes de P autres que M dont le degré en Xy est égal
a l, le degré en X3 est égal a m, le degré en X5 est égal a n et le degré en X, est
égal a p,

o 1y fi(xy, 2] &) provient des autres monomes de P dont le degré en X, est égal a £, le
degré en X3 est égal a m, le degré en X5 est égal a n,

o 7y fs(29, 27, 25) provient des autres monomes de P dont le degré en X, est égal a ¢
et le degré en X3 est égal a m,

o 13 f3(w3, 75, 25, 15) provient des mondmes de P dont le degré en X, est égal a ¢,

o xyfu(ny,xi, 25, v, 2F) provient des monomes de P dont le degré en X, est > /.

Pour certains 7o, 71,792,773 € N, on a :

1+ aofo(ao) + a5 (w101(21,257) + at' (22g2(wa, 27 25")

r — — — Ty _ _ _
+$22($393($3;$217$11a51301) + Rz 94($473737$21737117$01))>> =0, (33)
3

ot g1 € R[X1, X', g2 € R[Xo, X7 ', X0, 95 € R[X3, X571, X7 1 X' et gu € R[Xy,
X3, X5 X X

+x T1,T +x x ,m_l,m_l
On pose yp = Mo(l’o)7 Y = %(10)’ yp = U 292(0532 10 ot gy = -
Zo 3

2
Condition (28) : 1 = x’yo — xo fo(zo) € (xo,y0> dans R[xg, yo| (méme si rqg = 0).
Condltlon (29) : yo = na}t — xygi(zy, 250), si yo # 0 on divise par yp et 'on obtient

€ (z1,y1) dans R[xlaybxo Yo -
Condltlon (30) sy = y2x2 — Togo(a, xl_l, :1:61), siy; # 0 on divise par y; et I'on obtient
<3§'2, y2> dans R[yl y Ly 1a xO 17 X2, y2]
(

Condltlon 31) : 'égalité (33) se relit

1 -1 -1 rs 11 -1y
x393($37372 y L1 5 Ty )+ysg4(y39€3 y L3, Ty Ty, Ty )— —Y2
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Si y» # 0 on divise par 7, et 'on obtient 1 € (x3,y3) dans Rly; ', 25t 27t 25", 23, ys).
Condition (32) : ysz5® = x4, (et on divise par yszi® si ys # 0).

lvdim < n = Vdim < n]
Soient xq, ..., x, non nuls dans le corps de fractions K de R. On cherche ug,uq,..., u,

dans le treillis distributif engendré par les V'(x) qui forment une suite complémentaire
de xg, 1, ..., x,. Autrement dit :

1= V/<1'0)\/u0, V/(l'o)/\uo < V/<1'1)\/u1,.. . V’(:cn_l)/\un_l < V’(xn)\/un, V’(mn)/\un = 0.

On utilise le fait que Kdim Rfzg,...,2,] < n. On a un polynéme P € R[Xj,..., X,)]
de plus petit coefficient 1 (pour l'ordre monomial lexicographique avec X, > X,,_; >

- > Xp) qui s’annule en (zg, ..., 2,). Soit X2 .- X le plus petit monéme de P. En
divisant P(xq,...,x,) par 2 ---zd’ on obtient une égalité

1+ zo fo(zo) + xlfl(xl,x(jf) + ..+ J:nfn(xn,xff,l, o ,x(jf) =0,

ot fo € R[Xo], i € R[X1,X{],..., fu € R[X,, X*

n—17"

L XE)

Pour certains rg,...,r, € N, on a :

L+ 20 fo(xo) + 2 <$191(x17 To) (%-2%-2(%—2; zle 1)

o2 -1 —1 n ~1 - _
+-Tnn_2 (xn—lgn—l<xn—la Tp_9y---5Tp ) + o1 gn(xn> Tp-1,Tp_9,---Ty ) o ))) - Oa
n—1
N -1 -1 —1

oug; € R[Xl, X, ], ceey On—1 € R[Xn_l, X oy ,Xg—l], gn € R[Xan—l,Xn,Q, R
X' o

_ 14zofo(zo0) _ yotzigi(zizg )  Yn—3+tTn—2gn—2(Tn—2,2,  3,.,T5 )
Onpose yo = ==, Y1 = = 72—y Yn2 = a3 et

0 1 Tp—2
Tn

yn—l - Tn—1 *

Tn—1

I suffit alors de prendre uy = V'(y), w1 = V'(y1) A V'(x0),us = V'(y2) A V'(z1) A
V’(ilfo), o U9 = V/(yn,Q) VAN V/(.I'n,;g) VANRIERIVA V/(.CI?[)), U1 = V/(ynfl) et u, = 0.

vdim = Vdim dans le cas général

On note que lorsque R est un anneau quasi intégre, 'anneau Frac(R) est un anneau
zéro-dimensionnel réduit. Par ailleurs un corps discret est un anneau zéro-dimensionnel
réduit dans lequel tout idempotent est égal & 0 ou 1.

Nous commencgons alors par la remarque suivante qui découle de la machinerie cons-
tructive élémentaire n°1.

Lemme 3.5. Soit R un anneau quasi intégre. Définissons Val(R) := Val(Frac(R),R)
et Vdim(R) = Kdim(Val(R)) comme dans (10) en remplagant K par Frac(R). Alors on
obtient I'égalité vdim(R) = Vdim(R) comme dans le cas intégre.

Dans la suite de ce paragraphe, nous ne donnons pas de démonstration.
Nous renvoyons a 'étude générale Lombardi et Mahboubi (2023).

Nous définissons une théorie dynamique va/ comme suit. On considére la signature
EVal = (‘ poot e X '7_'a071)

Les axiomes sont les suivants.
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Col,, 0|1 F 1 (effondrement) Av2 alb,alc Falb+c

avl F 1] —1
AV1 F a|b ou bla
av2 a|b F aclbe

Avl al|bblc Falc AV2 az|br F a|b ou 0|z

L’égalité x = 0 est définie comme une abrviation de z | 0.
Définition 3.6.

1. Si R est un anneau commutatif, la structure algébrique dynamique wzal(R) est
obtenue en prenant comme présentation le diagramme positif de 'anneau R.

2. Si k C R sont deux anneaux'!, ou plus généralement si ¢ : k — R est une alge-

bre, on note wal(k,R) la structure algébrique dynamique dont la présentation est
donnée par

e le diagramme positif de R comme anneau commutatif;

e les axiomes F 1|p(z) pour les éléments z de k.

Les deux structures algébriques dynamiques val(R) et val(Z,R), ou Z est le plus
petit sous-anneau de R, sont canoniquement isomorphes.

Définition 3.7. Soit k un sous-anneau d’un anneau R. On définit le treillis distributif
val(R, k) par la relation implicative g k val sur 'ensemble R x R donnée par I'équivalence
suivante.

(alabl)a'--a(anabn) l_R,k,val (Cladl)w"a(Cmadm)

def (34)
— a1|bl,...,an|bn l_va[(R,k) Cl|d1 or ... or Cm|dm-

On peut démontrer le résultat suivant.

Lemme 3.8. Soit R un anneau intégre de corps de fraction K. On a des morphismes
naturels Val(R,K) — val(R,K) et val(R,R) — val(R, K). Ce sont des isomorphismes.

La définition suivante est donc raisonnable. Nous allons voir qu’elle coincide avec celle
du lemme 3.5 dans le cas des anneaux quasi intégres.

Définition 3.9. Pour un anneau commutatif R arbitraire on définit Vdim(R) < n par
Kdim(val(R,R)) < n.

Cette dimension coincide avec celle déja définie lorsque R est intégre. Mais elle n’est
pas en général égale a la dimension du treillis val(R, Frac(R)).

De notre point de vue, cela signifie que Frac(Ry,,) est un bien meilleur substitut
que Frac(R) au corps de fractions lorsque R n’est pas un anneau intégre. En fait Ry
coincide avec Frac(R) seulement pour les anneaux quasi intégres.

Enfin on peut démontrer le théoréme suivant.

11. Nous utilisons k comme petit anneau pour nous référer a 'intuition donnée dans la situation
fréquente o k est un corps discret.
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Théoréme 3.10. Les treillis distributifs
val(R,R) et val(Rpin, Runin) ~ val(Ruin, Frac(Ruin))
ont méme dimension de Krull.

Avec le lemme 3.5 et les définitions 3.6 et 3.9 cela termine le travail.

Note. On aurait pu définir directement Vdim(R) = Vdim(Ruin) sans utiliser la théorie
val, mais cela ressemblait un peu trop a priori & une définition ad hoc, car Vdim(R) n’a
pas de définition naturelle directe pour un anneau arbitraire si on utilise uniquement la
théorie Val.
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